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内 容 提 要 


本 忆 采 根据 苏联 技术 理 脸 书 簿 出 版 社 出 版 的 B. Л. 网 察 洛 夫 所 车 "АРЕНЕ 
BQ ` 1954 с ЕН. 

本 坦 比 较 弹 类 地 医术 了 实 变 数 西 数 的 插 补 与 深 近 理 给 ， 冯 时 也 介绍 了 复 变数 西数 的 这 种 
理 脸 以 及 在 栈 性 有 模 空间 中 的 最 好 通 近 法 。 它 可 以 作为 数学 采 高 年 极 学 生 与 研究 生 数 学 湖 考 
用 性 ， 也 可 供 广泛 的 数学 工作 者 参考 . 

ЖИВАЯ АГ Вира RIRA EHAR ВО СВАИ. 

ИРЖ PHRA HAA DE, ЕЕЕ ЗОН ВИДЫ ПЕ (itu k ay 
186,187, 221,222 及 325 真 对 原 妇 更 动 较 大 )， 但 是 没有 一 一 明 由 指出 。 如 果 修改 得 不 正确 , 
当 由 趴 者 负责 ,并 踏 涉 者 指正 - 
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两 数 的 播 补 与 温 近 理 险 分 才 是 井 县 仍然 是 近代 数学 分 析 发 展 的 主要 方向 之 一 ， 
同时 也 是 租 国 的 (俄国 及 苏联 的 ?数学 创作 有 特别 浑 煌 成 就 的 部 四 。 

虽然 时 间 过 去 了 二 十 年 ， 而 且 在 这 段 时 期 中 主要 由 祖国 的 数学 家 在 这 一 领域 中 
作 了 巨大 的 页 献 , 但 是 还 是 需要 供 广泛 芒 者 使 用 的 这 样 一 本 者 : 它 弃 不 使 人 俗 于 过 多 
(ЖИ, 又 充分 注意 到 原则 性 的 关节 , 因而 可 以 作为 现代 微 矿 特别 迅速 发 展 的 一 个 科 
学 知识 部 门 的 天 门 。 在 这 门 科学 向 前 发 展 的 过 程 中 ,出现 了 新 的 问题 ,采用 了 新 的 分 
析 工具 。 没 有 可 能 作出 描 输 景色 的 一 锅 完 整 的 图 丽 (为 此 必须 还 写 一 本 书 ), 著者 决 
定 重 版 这 本 长 久 以 前 的 著作 , 而 有 意 副 地 限于 在 古典 的 范 团 内 (有 限 区 并 ， 形 为 有 限 
和 、 亦 即 代数 与 三 角 多 项 式 的 通 近 苑 数 ) 提 出 问题 。 新 得 到 的 业 果 也 是 在 这 种 条 件 下 
ЖЖ. ТЕ РИ" 表示 法 与 通常 的 话 丽 数 术 酷 , 3388820 
写 出 补 燃 来 概述 推广 的 理 验 是 有 签 处 的 D 。 

ЖЛ}, 在 本 青 的 灶 构 上 作 了 一 些 变动 :特别 是 加 了 第 五 章 来 岁 述 在 复数 区 域 中 两 
数 的 播 补 与 逼近 问题 ;但 是 这 砷 不 是 跤 著者 要 在 前 面 第 一 至 第 四 章 中 避 用 应 用 复 变 
而 数论 的 工具 。 

我 的 老师 C. H. 伯 思 斯 坦 院 上 上 赞同 了 一 些 想 法 , 嗜 向 他 致谢 , 我 也 威 澳 对 本 弄 第 
一 版 所 出 了 意见 的 一 些 人 士 (特别 是 所. С. 具 西 可 灯 奇 数 授 ) ЗАВ B. C. № 
浴 斯 基 在 确 校 中 所 提供 的 帮助 。 


В. ва 
1954 年 8 月 于 莫斯科 


1) 关于 这 上 方面 材料 的 盘 述 ,我 有 一 篇 验 文 教 在 “Hayqroe наследие П. Л. Чебышева (П. Л. MHIN 
ВНЕ ALA, S 1 又 (1945 E) s. 
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关于 用 比较 简单 的 〈 形 如 多 项 式 的 分 析 式 来 近似 表示 连 炽 画 数 的 各 种 理 阶 , 在 
数学 的 文献 中 缺乏 一 种 趾 籍 以 连 呐 详 壕 它们 作为 其 主要 任务 。 如 果 我 们 特别 注意 到 
本 数 的 逼近 法 在 画 数 葵 本 身 中 所 已 充分 装 挥 的 作用 ， 就 可 看 到 对 于 这 种 书籍 的 需要 
很 大 。 我 想来 补足 这 个 缺陷 。 

ATEA “ИЖЕ иа" ПАРАТ, 只 要 提出 三 个 人 名 就 够 了 .其 
中 第 一 个 是 西数 崔 的 贷 基 人 卡尔 " 灯 尔 斯 德 拉 斯 的 名 字 , БН Т УСАН ЧЕРИ, 
在 某 种 意义 下 ， 连 炽 丽 数 概念 本 身 可 以 从 这 个 定理 产生 出 来 。 第 二 个 是 巴 弗 努 吉 + 
ЗЕЕ: + 契 比 谢 夫 的 名 字 ， 他 作出 了 首创 性 的 两 数 的 最 好 逼近 法 。 第 三 个 是 塞 尔 
AE e ABEREA © AIWA P, 他 沟通 两 种 不 同 的 思想 , 使 得 它们 相互 渗透 。 

由 于 材料 丰富 与 情形 复杂 (如 果 可 以 这 样 说 的话), 定 出 路 述 的 计划 是 很 困难 的 。 
我 想 尽力 网 到 广泛 的 内 容 ,建立 一 般 的 硅 一 方案 , 井 且 也 想 依照 读者 思想 的 发 展 来 确 
定 啤 述 的 次 序 。 一 般 验 来 ,在 材料 的 选择 与 安排 上 , 还 是 请 原谅 著者 的 某 种 主观 性 。 
在 这 里 配 不 上 有 详尽 无 中 的 踊 述 。 我 们 也 不 让 与 本 害 的 基本 对 象 有 机 地 大 有 在 历史 
上 紧密 联系 着 的 ,而 在 本 质 上 则 属于 较 远 的 个 域 的 许多 问题 , 即 属于 有 限 凑 险 、 数 学 
物理 方程 保 角 映 射 的 近似 理论 以 及 变 分 学 等 等 的 问题 。 

我 们 假定 读者 一 般 通 蜡 大 学 二 、 三 年 圾 课程 范围 内 的 数学 分 析 ， 包 括 复 变 醒 数 
REN. 

在 导言 中 一 般 地 提出 了 阅 题 后 , Ж РЫЙ — ЖЖ @ 208 5 БАН ФИ ЭГЕ. 
MEARE ТЕН, 在 需要 时 就 可 参考 。 

第 一 章 吕 述 狭义 的 插 补 法 , 也 就 是 这 一 种 类 型 的 两 数 允 近 法 , ЗИН ЖЗ БЫШ 
近 的 面 数 必须 在 一 邓 列 离散 的 点 恰好 有 相同 的 数值 。 

ЖЕЖ—Ж ИЕ ВА ИН ЕС — EGE IE, 这 时 在 所 考虑 的 范围 内 一 切 点 , 逼近 与 被 
逼近 的 面 数 相差 的 焰 对 值 不 超过 预先 指定 的 数 ( 稚 尔 斯 德 拉 斯 定理 7 。 

第 三 章 包 含 实用 上 最 方便 的 逼近 哗 , 亦 即 平方 逼近 论 ( 换 句 话说 , 这 就 是 用 最 小 
TRR). 

而 且 平方 法 和 插 补 法 一 样 , 它 与 解 线性 方程 有 关 , 这 就 决定 了 它们 的 理论 已 有 怎 
样 深 列 的 发 展 ,并且 它们 的 应 用 是 怎样 广泛 与 多 种 多 样 的 。 
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最 后 , EP We rh ЗАЗ Т САКУ 0358536”), 以 及 它们 在 某 种 意 
义 下 的 极限 情形 , RD 3⁄2 НИЕ ВНЕ ЗЕЕ. ЭХ МП ЗОРЕ Н. БЕРЕГИ ТЕ, 因此 在 计算 
上 有 更 大 的 困难 。 然 而 对 于 契 比 谢 夫 逼近 法 的 研究 , 特别 是 C. H. 伯 恩 斯 坦 的 精 果 ， 
指出 了 它们 在 而 数论 中 的 中 心地 位 以 及 它们 与 其 它 类 型 的 逼近 法 的 关系 .。 

这 就 是 本 书 的 计划 。 

因为 我 不 打算 绝 实 际 计算 的 方法 ， 所 以 相当 多 的 例子 主要 是 用 来 阐明 基本 课文 
并 且 使 它 精确 化 的 。 

С. H. 伯 恩 斯 坦 院士 蜂 意 在 我 的 工作 中 作出 指示 , 询 向 他 热烈 致谢 我 也 很 威 谢 
H. H, 重金 院士 与 A. H. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 数 授 对 我 的 工作 的 兴趣 与 关切 ; 没有 这 些 , 这 
项 工作 可 能 不 会 完成 的 。 
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Т.в MAREA RM A KEGBE TF: 

BARTEN WOT WEAR Оў) M-ES. BARR EEN 
BIRR (P). PEE P RPR P), AEREE F EAEE 
下 还 必须 指明 ) ВАС P(z) -SBIA f ORR. EPE 
样 ， 在 求解 时 必须 回答 两 个 问题 : 1) 满足 所 提出 要 求 的 画 数 P(x) 在 类 (第 ) 中 是 否 
存在 ? 3) 若 这 样 的 西数 存在 ,那么 是 仅 有 一 个 还 是 有 几 个 ? 这 时 ,只 能 有 一 个 且 仅 有 
一 个 解答 的 问题 于 算是 确定 的 。 

我 们 所 研究 的 问题 局 于 以 下 两 种 类 型 的 哪 一 种 ， 栅 辱 是 否 将 周期 性 条 件 加 在 时 
脸 的 两 数 上 (不 论 是 已 知 的 琴 数 还 是 未 知 画 数 ) 而 定 . | 

在 第 一 类 型 的 问题 中 ， 类 (5) 包括 着 定义 于 某 基 本 区 并 (a, Р) ЧЕЙИ ЗЫК 
Кш), 其 中 与 6 (a<b) 是 有 限 实数 ;类 Ср) 包涵 了 通常 的 实 多 项 式 , 也 就 是 变数 < 
的 笑 系 数 的 有 理 整 丙 数 


Р) E ena", (1) 
m 


ПО НЕЖНАЯ С n PT РАДЕ (n 是 非 负 整数 )! 也 还 可 以 加 上 其 他 的 限制 。 
在 第 二 种 类 型 的 问题 中 , 类 GY) 包涵 了 定义 于 整个 实 轴 一 co<z< +оо 上 的 具 
有 周期 2 (ЖИЗ ЖК 扎 z)， 不 失 一 般 性 , Дл ВЗА А алт, 
Katar) = (=), 
类 С) 是 由 实 的 多 项 式 所 构成 ,也 就 是 由 形状 如 下 的 和 式 所 构成 ， 


Тед = Cam cos mz + bm sin ma), (2) 


1] 
ЭЖ ЖИК am 与 b,, 是 实数 , 而 其 数 对 可 以 预先 规定 , 或 者 还 加 上 其 他 限制 . 
上 述 各 类 型 的 问题 都 可 以 移 到 复数 域 上 去 ,这 时 类 GS) 包涵 了 在 全 平面 上 或 其 
一 部 分 上 的 解析 (正则) 的 画 数 ;而 所 求 的 有 理 多 项 式 或 三 角 多 项 式 的 系数 也 假定 是 
复数 。 
_ 现在 来 时 险 最 重要 的 问题 ， 即 是 上 面 的 概括 的 提 法 “ 画 数 P(z)D 在 某 种 意义 上 
чу Тт Ja кж —жличинынык ara, її шеки НА. 
1 


М] 


2 Ж КЕКЕ в 


Зай (z) 相差 很 小 "应 该 怎样 来 理解 。 

数学 理 险 发 展 的 道路 随 着 表 写 夯 数 所 采取 的 基本 原则 而 不 同 。 在 本 着 中 淮 备 收 
集 革 些 最 值得 注意 的 画 数 表 写 理喻. 这 里 有 插 补 法 ,平方 逼近 .个 均 替 泛 近 与 一致 (最 
好 ) 通 近 . 

ЗН 所 求 多 项 式 PG) EMREDEN 
已 知 夯 数 fx) 取 相 同 的 值 ,也 就 是 其 
ЕРО Ра) =f) (з) 
ЛЕЙН БС). 

PEO FELTER НИНА АО 在 基本 区 并 上 的 积分 


fiPew -rn ах (20 (4) 


Z ЯНА. 特别 重要 的 就 是 5-2 的 情形 (z 一 一 见 第 三 章 与 第 
四 章 的 开始 部 分 ) 。 

НИ КАЗНА, РО ВОНИ сеже Ой 
ЖАК 


max| P(z) —f(z) | (5) 
必须 与 雾 相差 最 小 (第 二 章 和 第 四 章 )。 I 
这 些 原则 中 每 一 个 可 以 有 各 种 推广 ， 也 可 以 应 用 到 上 述 两 种 类 型 测 题 中 任 一 种 
上 去 。 


应 该 满足 怎样 的 条 件 ,才能 使 画 数 表 写 间 题 基 依 定 的 呢 ? 

在 播 补 法 的 理论 中 , 通常 是 这 样 来 限制 所 求 多 项 式 的 次数 , 即 要 使 多 项 式 未 定 系 
ЗС ЕЕ ЖИЛЕ РЖ. 必须 弄 清楚 这 时 所 产生 的 方程 组 (其 未 知 数 就 是 
这 些 未 知 系数 ) 是 否 有 一 租 且 仅 有 一 粗 解 。 

在 通 近 ( 替 通 近 或 一 臻 通 近 ) 理 论 中 ,一 方面 权限 制 林 知 多 项 式 的 次数 , 同时 还 村 
求 表达 式 (4) 或 者 (5) 取 最 小 的 可 能 的 值 . 如 此 就 产生 一 个 枯 值 问题 《以 未 知 系数 作 
DERO, НЕОН АВ, 它 是 否 有 解 井 且 只 有 一 个 解 。 

以 后 还 可 能 有 这 伴 的 问题 。 设 多 项 式 序 列 

Роба), P.G), Pala), …， PCz)， 
ЕЛ n (n=0,1,2, -KEAR Kh ОВ) 某 一 画 数 这 一 问题 的 解 。 能 不 能 断 
定 这 个 多 项 式 序列 在 某 种 意义 下 以 原来 的 而 数 f(z) 为 极限 ?特别 是 ,能 不 能 断定 一 
致 收敛 性 成 立 , 也 就 是 能 不 能 对 任 一 小 数 +， 总 存在 充分 大 的 数 ,使 得 当 n n 时 ， 
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对 于 在 所 考虑 的 区 间 上 所 有 的 工 值 ,不 等 式 
(Pp) -fll <E (6) 
WL Жа БВА Е, Bd kc 【zx) WER HERI E — ЖОЙСО) 5 R sC tk 
Ка) = Pola) +[ P,(z) — Роба) ] +[ Ps(z) — Р(х)] + + 
+[Р„ (2) -—Р,- (2) + + (7) 
呢 ? 
如 果 要 想 知道 能 不 能 把 答 出 的 如 种 丙 数 (根据 所 采取 的 原则 ) 以 任意 精确 座 用 多 
项 式 来 表 写 , 就 应 该 回答 这 些 问题 。 在 以 后 要 仔 灵 地 研究 这 些 问题。 
F 列 简单 的 例子 可 以 直接 地 加 以 考察 ， 它 们 依 驳 地 也 清楚 地 让 实 了 丙 数 通 近 间 
题 可 以 用 若干 不 同 的 方法 提出 。 
AI 狼 要 用 一 欢 多 项 式 P(x)=Az+ В EKM —1<х<+1 上 近似 地 表 写 指数 画 数 f(x) 
一 类 ,并 使 它们 在 点 x 一 士 1 处 完全 相等 我 们 得 到 : 
A+B=2, 


-А+В=}, 
жж A= B= ПЕНА 
205-1 z+. 


所 得 到 的 近似 式 非常 不 完备 ， 因 为 在 所 考虑 的 区 并 上 曲线 y= 与 二 楼 相差 很 远 . 车 将 一 次 多 项 
RAMALAR P(x)=Ax:+Bx+C ( 即 是 将 直 焙 换 成 抛物 钱 )， 就 会 得 到 较为 分 人 满意 的 
精 果 ; 这 时 我 们 还 要 青 加 上 一 点 , 例如 х=0, 使 已 输 的 指数 本 数 与 二 欢 多 项 式 在 这 一 点 上 也 相等 . 
从 方程 
A+B+C=2, 
1 
А-В+С= 3. 
C=, 
в E 
我 们 就 有 A=, В= 3, C=1, 因此 


2 8л). 
例 2， 车 想 在 区 关 — э Са ИА АСАН С) ЖК /(х) =соз x, ВЯ 


ЗАЗА АБЕ. $ P(x)=Ax'+ B 井 且 要 求 它们 在 x=0 5 х= ЫМ, 我 们 
就 会 得 


cos z==1— Ара Одо, - 


4 Ë Wk ЕЖЕ Ж а 


闻 样 , ЖЕК Р(ху)у=Ах*+В4+С 井 青 辑 上 一 点 х=, 就 会 导出 近似 等 式 


1 (96 2% до 22 
cos xg (364, —49-77 +10). 


A3 ЉТ Т(х)=А cos x+ B ЖЗИ /(х)=9°”*, 我 们 就 要 求 它们 在 
点 z=0 与 х=т 处 恰好 相等 , 这 样 就 给 出 
2 1 Geos +5). 


MRN + ТОО А cos 9x+ В cos x+C， 并 加 上 点 x=, 就 得 到 


"лы (сов 2x+6cos х+9). 


例 4 选取 生性 本数 Р(х)=Ах+ В, 使 得 积分 
友人 一 PCD1dx 


OIEI 1 上 有 除 影 的 面积 ) 尽 可能 地 小 。 

ШИ у=Ах+В УЙ у=? 二 交点 的 模 坐 村 
хь хий ОС ау аз < 由 此 得 到 В <0,A + 
в<1, 6 一 一 分， 很 显然 , 此 外 应 腑 有 420 与 B> 
一 1. 这 些 不 等 式 确定 了 变数 A 与 ВАННА, 
它 是 在 一 明 曲 镜 内 部 的 有 限 区 域 。， 由 计算 得 出 


паса дз аха Ах Рах (#—Ax—B)dx= 
0 “= ”› 


„та Lia 1 
=g gâ- В+. (42448), 


于 是 


чи=-т+А'лчав, 六 =-1+2VTETHB， 
эж ногаре RINRIN A5 ВИШ, 44==1，B 一 一 车 而 且 在 这 些 值 处 只 可 能 
жїл, ШЕЙ 


Ро) 5. 


例 5。 ЕНИ P(x) 二 4x 十 B, 使 积分 
=| -Pads 


为 极 小 。 
这 时 


r=} оа-Ах+Ву'ах= LA? +AB+B?- 3A- 3B +5 
合 它 的 导数 
Е -24+в-1 和 1 =д+2в-2 
HR, ИВ) 
Ва A=}, B=}, 
Род=к-%. 


жб. (ЕН P(x)=Azx+ В, EKER 
Е=тах|х%—Р(х)| 
— 


СВЕН ЕНЕ ЧЕ ERAI Eh k Аа ЧАО REAG >. Ў 
因为 数量 |z* 一 已 Cz)| 在 区 斑点 上 取 值 一 B 和 1 一 A 一 B, ПЕРМИ +В, АИ 
万 显然 就 等 于 三 数 
š A: 
-B, 1-А-В 和 br ai B 
中 的 最 大 者 。 不 难看 到 , 这 些 数 中 最 大 的 只 有 当 它 们 彼此 相等 时 


-B=1-4-B= 4 +В 
ЛЬ, MARA: A=, = 一直， 因此 
Раў=к-1. 
97. 作 一 次 多 项 式 Р(х) MEER Год ,使 得 积分 
{е РС-д рах 
有 最 小 值 . 
„853 7 
答 ， > = (ту аз) + ыз 012x +1089. 
98. 用 一 次 多 项 式 来 酒 近 上 是 中 的 硬 数 ,使 得 值 max |P (2) ое, 


( ее 
ж. з \«+——#——ушу————/=ФЛ0я +1195. 


AI MAAR P(z)=Ax°+ B ЖИ f(x) —=cos x, 使 得 积分 


+= 
{тред feo Pax 


尽 可 能 地 小 。 


6 醋 数 择 补 与 逼近 理 脸 


1- $ 至 = 0-я. 

910. ЕЯ Т(х)=А cos z+ B ARER HAX |T) —f GO | 的 标 大 什 
(在 整个 实 山上 ) 尽 可 能 地 小 。 

+ cos z=X, 则 可 断定 ， 表达 式 | А cos x 十 B 一 2 ` | ЕЕ) 的 极 大 值 与 表达 式 
| AX+ B—2X | (在 |X|<1 时 ) 的 标 大 值 相等 而 在 这 种 情况 下 , 我 们 又 得 到 了 例 8 的 条 件 , 而 A 
与 互 就 与 例 8 中 所 写 出 的 相同 。 

在 以 下 儿 节 中 , 我 们 疯 为 藏 老 有 必要 来 回忆 一 下 在 代数 三角 和 丙 数 答 中 某 些 已 
熟知 的 东西 ,并 引进 某 些 名 词 和 符号 。 

2. 画 数论 中 的 必要 知识 当 需 要 将 狗 验 丙 数 的 关系 写成 公式 的 形状 时 ， 两 数 表 
写 的 问题 就 自然 地 被 提出 来 了 ; 这 个 都 验 丽 数 的 关系 可 能 是 用 表格 或 图 形 答 出 来 的 。 
然而 ,如 果 以 为 丽 数 表 写 的 问题 完 人 是 在 这 些 情况 下 被 提出 来 的 , ЖЕЙТ. 事实 上 
不 仅 在 没有 公式 的 时 候 需 要 适 于 运用 的 公式 ,而 且 即 使 有 了 公式 ,但 这 公式 较为 复杂 ， 
因而 由 于 某 种 原因 用 起 来 比较 困难 , 我 们 也 要 求 提 出 适 于 运用 的 公式 。 关 于 这 一 点 ， 
可 以 同 想 一 下 那些 “ 积 不 出 "的 积分 那些 由 不 能 解 出 因 变数 的 方程 所 答 出 的 诡 丽 数 ; 
还 有 那些 由 微分 方程 和 初始 条 件 所 答 出 的 夯 数 ， 这 时 解 的 存在 性 与 唯一 性 是 由 初始 
条 件 所 保证 。 

我 们 有 充分 的 根据 只 研究 基本 区 间 上 的 连 炒 贾 数 , 如 果 对 于 任意 小 的 {(>0) ,总 
可 以 有 这 样 的 AC 220, 5=6(#, zo) ] 使 得 从 1z- zo| <ó, ФЕЯ} Ле) — Сто) | e, АЈ 
而 数 称 作 在 点 = zo 处 过 态 〈 哥 西 的 定义 )。 如 果 它 在 一 个 区 图 的 一 切 点 处 都 速 入 ， 
则 称 南 数 在 这 一 区 间 - 上 连 矿 . EE OEE A EPA X NJ ЕЗИ, 则 它 必 为 有 界 , 而且 
IONE СМЕНЕНО ЕН), MMEM: 对 于 任意 小 的 (>0), 总 可 以 有 这 样 
#5 00220, 6=6(£)], 使 得 对 于 一 切 满足 不 等 式 |x' 一 x”|<6 НИЙ х' 8 z”, 不 渝 它们 
ЖЕРБИ ИЯГЕ, RER | Ст”) Са) |< Е 总 成 立 。 

在 基本 区 癌 T EBA ALA — сга ВА (6) 与 之 对 应 , 当 a A z” 彼 
ЗЕЕ НОЕ КО 1 上 一 切 可 能 的 值 且 满 足 不 等 式 le'a") 时 ，o(6) 定义 为 表 
BRIN 一 f(z”) | БАЖ. ВНИИ од) 是 008220) ПАБЕ, 并 具有 以 

СЕЙ 


lim (д) =0. (8) 

我 们 将 集中 注意 于 在 基本 区 шти же (6) 满足 不 等 式 
w) Kot (0) (9) 
ПВО, 其 中 0*(3) 是 6 的 已 知 的 固定 丽 数 (ó >0, o* (ду 20); 所 有 这 些 贾 
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нуж, A ГЕКЕ ВЭ, RPE НЕН РАЯ, 
Lus (8) =Kà, 其中 K 208255 309 Ek. БИРИНЕ 
«в <КЗ ао) 
KODE ГАМ. 特别 是 在 机 数 Лад ЖЕРЕ 1 EA SB, ñiyta patt АНИ ОЖ 
超过 有 时 ,这 条 件 就 能 成 立 。 
2. 不 等 式 


oð) KÒ“ (0 一 ca 一 1 K0) ап) 
ИО а ИМЕЛА OD Е ВЕ. KEA 
иг ЯВНОЙ Сезе ез а F 363248 НӘ, 但 在 这 类 中 也 可 能 有 
这 样 情况 , 即 


Жа 


lim| fGo +h) о) | оо аз) 
hao h 


3. XR 
lim od) lg} =Ç аз) 
комлы. ООО Г ЛЖ ЛК теа А 
жайык. 
ЖЕБЕШ ЕНГ ӨЧЕН КЖ НЕА СКК. KAE ih ЗЕ Ла) 车 不 在 
ЖОВТЕ ВЕЗА H 


ле =lim- ДЕ Ла) ° НБ 


ПЕ жї. В Sk, 在 该 点 也 可 能 没有 导数 存在 。 

如 果 需 要 所 考虑 的 画 数 的 导数 是 连 奈 的 或 者 满足 某 极 的 里 卜 希 兹 条 件 等 等 ， 就 
会 得 到 更 窗 的 夯 数 类 。 如 果 在 基本 区 间 (有 限于 区 间 ) 上 导数 吉米 , 则 西数 满足 1 级 
里 卜 希 兹 条 件 ， 还 可 以 假 股 二 级 导数 ,三 圾 导数 等 等 存在 , 也 可 在 所 咬 最 后 圾 的 导数 
上 附加 一 些 补充 条 件 。 

现在 设想 危 限 可 微分 的 曾 数 类 ， 即 是 具有 一 切 圾 导数 的 面 数 类 。 各 直 导数 均 连 
W, 是 在 有 限于 区 间 上 满足 1 £ të РЖИ, 因为 这 时 它 是 有 界 的 ， 故 在 某 点 处 达 
到 最 大 模 Mn: 

М, =max| (2) |. 
由 于 各 般 导 数 存在 , 对 于 基本 区 间 中 任意 点 zo, 可 以 写 出 素 乐 级 数 的 形式 展开 式 


а) усо) + Е {ө (m0) e= ашу 


8 ДЕЕ ЕЖЕ ЕЕЕ. 


НЕ ВЕРНЕЕ АЕ ЕЛЕШЕ СТО) Е А х(зело) БИКЕ. УК 
G5)3k— ЛЖ К, 因此 与 所 有 的 知 极 数 (按照 (z 一 mo) ВОР ВЕН) —}Ё, 只 要 它 
{E х= х* Село) КЁК, 则 当 
|z—zo|<|z* —х| 

MERAK, 而 且 对 于 任意 的 Р< |а —zo|, В |5 — ло] Ср 时 一 致 收 做 。 菩 可 以 
指出 这 样 的 p 三 p(x0o) С>0), 使 得 当 |z 一 zol Ce ВРС (15) с, 而 且 其 和 等 于 
FE), MERER AZE r= ro WRITER 如 果 画 数 SC) 在 一 区 阅 ( 有 限 或 无 限 ， М 
的 或 不 并 的 ) 的 每 一 点 是 解析 的 , 旧称 Се) 在 这 区 并 上 是 解析 的 或 正则 的 。 

在 z=z* 时 ,公式 (15) 有 端 收 化 的 短 表 数 ,不 仅 对 满足 不 等 式 |z 一 zol < |z* —zo| 
的 一 切实 值 工 收敛 ， 而 且 对 满足 这 个 不 等 式 的 一 切 复 值 z+ 5 Wet, HE fE E fn IR 
Гало! < РЧ, 收 化 是 一 致 的 ,其 中 0< |а" —zo|; 这 样 就 可 以 把 在 某 实数 区 间 上 
的 实 解析 夯 数 “开拓 "到 包含 此 区 阅 的 某 复数 区 域 上 去 ! 对 于 非 解 析 丽 数 , 这 种 开拓 是 
不 可 能 的 。 因 此 在 逐渐 糖 小 实 变 丽 数 类 时 , 自然 地 就 会 引进 复 变数 。 

车 对 一 复数 区 域 中 的 每 一 个 值 >， 都 对 应 一 确定 的 值 /(z)， 就 跑 在 这 区 域 中 粹 
出 了 复 变数 z 的 一 个 丽 数 f(z) ,这 里 复数 区 域 指 的 是 具备 下 这 两 条 件 的 复 变 数 z 的 
值 集 合 CRR) D): 1) Нк (D) 中 任 一 点 可 以 作 一 图 , 使 图 内 的 所 有 点 都 局 
FPO) СЕН; 2) (D) 中 任意 两 点 可 以 用 一 简单 曲 杰 (所 月 车 当 出 米 ) А, 
T Wx АВЕ УРИНГАН D) Ой. ЖН, ди ВАА 8 B ЖЕ РУ Їр 
ЖД ӘВЕ. AFER СО) БН 838888 f(z)， 只 НЕЕ НЗ НИ 
жк 

co 十 Хы", š (16) 


其 中 „оз=0,1,2,--) 是 实数 或 复数 ， 并 找 得 这 样 的 正 数 р, 使 得 对 于 (QD) 中 所 有 
满足 不 等 式 |z 一 zo р 的 z 值 , 般 数 (16) 收 敛 ,而 且 以 f(z) 为 和 ,这 就 是 说 ,只 要 画 数 
FOER z= zo 附近 和 ЛС (16), BER f(z) 在 该 点 解析 或 正则 ; 车 一 画 数 在 区 
域 (D) 的 每 一 点 上 都 Pri, 则 称 此 画 数 在 这 区 域 中 解析 或 正则 。 这 个 定义 与 -上面 
所 引用 的 不 相 矛 盾 : 只 洽 指 出 在 定义 本 身 中 ,区域 (D) 的 性 时 1) 起 着 重要 的 作用 , 即 
合 有 时 也 啦 到 在 并 不 具备 这 一 性 质 的 在 一 区 域 上 的 解析 画 数 (例如 在 上 述 在 实 轴 某 
区 并 上 的 解析 画 数 ), 那 末 也 总 可 以 利用 知 般 数 展开 式 把 它 开 拓 到 具有 性 质 1) 的 区 域 
ЕЕ ИНН ЧЕКИ аас БАБЛА ЕЕН: 
ше: (D) -ШЕШОЙ D); WEER Л) Еее bas 
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пае ааа BERD, Jep P>. 
` 若 具 有 任意 系数 cn ПОЛЕВЫЕ (16), 双 于 基 
值 =>” (z* =zo) 收敛 ,但 不 是 对 于 所 有 的 值 < 
都 收 化 ， 那 么 存在 着 一 正 数 R, НОВИК (1б) 
BORRIE, JODU FIER, 1 .家 数 (16) 在 я ° 

PL z 26 5F t> R 25 2P 6 09 0ek PIR ЖЕП, 当 |= zo СЕВАН, 2° .在 这 加 外 , 即 
当 | 一 m| >R B КЕК, ЭИК GO) я} УН z СОВО, ВН К= со, 
Е EEEE (16) ооб. Nek PIET A REEE S atiq 
公式 


Bi, SESE, KERIN, BEOS рЫ. 6951, НЫН ЖЫ 
fazat аад С2-2|< R) ат) 
逐次 微分 并 逐次 代 人 z=zo, 就 得 出 ， 
оа), сит 290). сие), 


АВ, ИКИ, НИ, ЗЕНА 
дикта, MIE RESTE, рвы, PERAD 
ЕО, IBE Em НИ, 

Ж fGa)=0, (D 中 的 ) 点 z=zo 就 称 为 (D) HENE E f(z) WEA. H S'o) 
~ 0, zo 就 称 为 单 雾 点 С) В, HF (о) = = fe-D(zo) =0, fzo) 0, 
zo 就 称 为 s EAC ОЛЕ). F zo УЕ s 重 的 雳 点 , 则 fC) 可 以 写作 ， 

S= a-z) pe), 

这 里 ф(ш) 在 点 z= =o 处 正则 , 且 在 该 处 不 等 于 零 。 

我 们 还 机 提出 , 正则 夯 数 的 与 其 宕 共 数 展开 式 有 关 的 以 下 性 质 ， 在 区 域 (D) 中 ， 
正则 画 数 f(z) 的 堆 点 是 孤立 点 ;这 就 是 说 ， P f(zo) = 0(zo 在 区 域 (DD) 中 ) 而 f(z) 夺 0， 

D 最 后 这 一 点 需要 加 以 史明 。 从 画 数 f(:) 在 四周 .上 [ 即 是 在 | 2—2 |= 0 的 点 处 ] 的 正则 性, 将 接 只 能 扒 

得 以 这 个 四 局 上 的 每 -- 点 作 中 心 可 作 一 足 ， 而 在 这 图 内 丽 数 是 正则 的 。 为 了 要 断定 f(z) EPR ОРЕВ 
内 是 正 出 的 , 还 须 广 明 : 对 于 在 康 来 图 周 上 各 别 点 处 所 对 应 的 一 切 阅 , REKER FI 020. 然而 由 于 加 
MARRAS GAT- , KR FIA FELE- r 处 达到 ， 即 存在 这 样 的 点 z, 1: 一 zo | 
0, 使 JG EN | 1—2 Co AEN, НЕШ | : — r Ко’ 内 已 经 不 正则 了 , 其 中 o'o. 由 此 应 得 的 确 o>>0, 因为 


在 相反 的 情况 下 , ffz) 在 г 处 就 不 是 正 昌 的 ,而 与 假定 相 矛 盾 . 
2) 平面 上 的 一 点 集 如 包含 其 一 切 短 限 点 则 称 为 明和 集 。 
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则 存在 着 这 样 的 数 РОСО), еҷ |z —zo| <P, zæzo bh, f(z) *<0. 

ЗЕЛЕ {ЕЙ АИЛЕ RI Ж. SBI ГТС X. ЗЕНИТЕ Ek МЕЖ E ТН 
正则 区 域 , 则 仍然 认为 这 个 区 域 是 存在 的 在 整个 平面 上 的 正则 画 数 称 为 整 画 数 ; 整 
柳 数 可 展 成 具 乱 穷 大 收敛 咎 径 的 雷 瑶 数 。 解 析 画 数 在 某 些 点 不 正则 时 ， 这 些 点 称 为 
奇异 点 , 奇异 点 可 以 是 孤立 地 分 布 着 , ЕЗДЕ ААН, ЕАСИ НЕ САА, 在 任何 
情况 下 奇异 点 的 集合 总 是 于 的 。 最 简单 类 型 的 奇异 点 是 极点 ;如 果 f(z) 可 以 写成 

Ка) = (z —za)”* pe), 
而 9 (z) ЖЕ zo 处 是 正则 的 旦 不 为 雾 ， 那么 z=zo 称 为 责 数 f(z) 的 SHA (s 是 正 整 
ЖЮ. RF (ш) 成 z 一 zo HRE RIPETIS t f(z) 的 下 一 表达 式 : 


flz)= У. (к= тя + cn(z 一 zo)” «—*®0). 


"п i 


这 里 第 一 个 和 数 称 为 画 数 在 zo 附近 的 主要 部 分 , 市 第 二 个 和 数 称 为 丽 数 在 zo 附近 的 
正则 部 分 ; 系数 са AREK. EERIE T AEAII AES, W% 
在 这 区 域 中 的 个 纯 夯 数 。 
ВАНИЕ f(z) ЕЗЕП МЕНИИ, EIR (р) 中 答 
HORAC a 5 БН (C) СИЗ), ВА аг X M 
f G НИЕ (С) 所 芭 的 积分 为 下 列 和 数 的 极限 ， 


人 rmz= lim I fen) Azn 
} (18) 
Azm 一 zm+i 一 2 204, z, =b, 


из 其 中 点 zm 是 依 指标 顺序 沿 着 曲线 (C ) 的 一 定 方向 而 排列 的 ， 
而 极限 过 程 则 了 解 为 所 有 差 数 Az 的 模 一 致 趋 于 适时 的 极限 。 
下 述 不 够 式 指出 了 怎样 找 出 积分 模 的 上 界 ， 


= е 
|] лове) E Ан [Klim У Лан) | + Azn] = 
© = = 
=/ олам, 
© 


这 里 积分 元 素 ds 是 指 沿 缴 积 分 的 , LEAK, 而 M 是 画 数 f(z) 在 这 弧 上 的 最 大 模 。 
注意 到 这 点 井 引 和 人像 实数 范围 时 一 样 ) 画 数 f(z) ВО (д) 概念 ,就 很 容易 估 
计 积 分 (18) 用 它 的 近似 和 代替 时 的 让 差 ， 


导 = 11 


а ср 
[Доле оа |= | еи слад Леда < 


«обв у анны ви ODL, аз) 


а 
其 中 5 是 数 |Axn| 0,1, ов) 中 的 最 大 者 。 

BRR (D) 具备 性 贤 D 和 2), 并 且 还 具备 性 时 3), ВНА НЕ СС) 
BF (D), WAHE (O 内 的 全 部 点 也 届 于 (D) GANGER. MAER о) 在 
CD) (тї, ЕВ (D) И cO) НИМ 

Јово 


CEHE). HRABE, 治 属 于 СО) 的 任意 曲线 СС) 上 的 积分 只 依赖 于 积分 道路 的 
BABKA AAT, hE (C) 的 积分 等 于 沿 陈 曲 炎 (C2) 的 积分 ， 其 中 (C; 
ЧА (C), 或 者 《CD WMR (C), EREE ССр) 和 (Cs) 之 间 的 区 域 上 包括 
此 两 曲线 在 内 ， 积分 号 下 的 面 数 是 正则 的 。 

ЖЕНЕ (С) 的 积分 


эх CEERD 


24 з= 1 同时 并 曲线 (C) 包围 着 点 zo 时 等 于 1, 在 其 余 的 情况 下 ， 积 分 千 于 老 ， 我 们 
ЗВЕНА SO ле (D) и, НИИ 
积分 


327,594 


Аи (С) hi rB 


(D) apta, денов С 同样 也 是 


1 LO k= 
milo Jo М-Р» (20) 


Hok N L f) ИМЕНИЕ (С) 内 的 零点 数 ， 而 PR CEAS ОНЫХ 
相 重 数 计算 , ЭОЖЗЕВЕ, ИЖЕ ИЕ s 个 雾 点 或 极点 )。 

ЕВ. fe) 在 区 域 (QD) 中 正则 ， 则 P=0, 而 (20) 左 端的 积分 等 于 N, ИПА 
Ка) HER CO) 内 部 的 零点 数 ( 按 重 数 计算 ). 

假定 画 数 f(z) 在 由 简单 并 路 〈C ) 所 包围 的 区 域内 及 在 曲线 (C) 上 正则 , 则 (这 
是 解析 画 数 的 重要 性 质 ) WS ГС) 在 区 域 (D) 认 的 值 可 以 借 哥 两 积分 而 用 f(z) 在 


的 豆 数 之 和 .特别 , 若 Ge) ХЕЙ 
的 ,于 是 得 到 公式 


12 кин 5 38 8 8 8 


ИЖ (С) 上 的 值 表 示 如 下 : 


1 f fy 
AD Cn 
公式 就 能 把 最 简单 的 有 理 画 数 了 过 的 各 种 性质 推广 到 任意 的 正则 而 数 上 来 . 


эле 可 以 得 到 下 壕 命题 : HE 7с D) HELA zo фа, R 为 第 径 的 加 办 正 旭 ， я 
在 圆 内 它 可 以 依 = 一 5 НОЖ. 因此 mw FE) ЖЕ жи 
Е TET ENT ва ял WER. 特别 ， 可 机 的 泰和 展开 式 
РИА Ж, ря 了 变数 的 一 切 值 ， 展开 式 都 收敛。 

奈 乐 展开 式 的 推广 是 按 z 一 zo 的 整 〈 正 的 以 及 负 的 ) ЖЕЕ ЯЙ ЯЙ ЕЭК. РН 
数 SCE) ХЕШ}, zo О A R Ят (0<r<R 00) 为 牢 径 的 两 同心 网 (C) Яп (с) 所 
图 成 的 图 环 (1) 中 正则 , 则 在 这 环 内 , EET AIE E F E D 


х= У Ў а-а)", (22) 


= 


在 包含 在 环 (D) 内 部 的 任意 天 曲直 上 ， 其 收敛 是 一 致 的 。 顺 便 应 该 提出 三 角 珊 数 


È (а„ соз mz + bo Sin mz) = Ў се, 


"з то 


а 
25 cm 


a=a， n= = ба (т=1,2, --.) 


БМВ, 用 代 换 o“ 一 2 ийеси ао БЫК. WAR, 
风 朗 般 数 的 收敛 区 域 是 某 一 环 域 ”一 Zi 一 R, Jeh ra R MAR 
+ masl — r=lma|al 

确定 [而且 收敛 性 可 在 周 界 1Z| =R 和 |Z| =r 上 成 立 ], 所 以 一 般 三 角 般 数 在 带 形 
“Se8D 中 收 做 ,此 带 形 是 由 平行 于 实业 的 二 直线 Ce 一 一 lg R, f= 一 lg 7 ) 所 形成 的 
《而 且 三 角 般 数 在 直线 2а 和 Sz=P 上 提 不 一 定 不 收敛 ) 。 在 带 形 范围 内 所 有 的 
ЖЖ F, 收 化 性 是 一 致 的 。 系数 а„ 和 б„ 为 实数 的 情况 特别 重要 : 此 时 cm 和 си. 
为 共 示 ， 由 此 得 到 rR 一 1, 了 = 一 a, ПОСЕВ О ЗСУ ЕК; 我 们 也 不 除 
挤 标 限 情况 r= R=1 和 a=8=0, 此 时 三 角 胡 数 可 能 只 对 于 变数 的 实 值 才 收 化 。 

相处 斯 入 村 斯 内 理 也 是 理 西 积分 的 一 个 推 肪 : 车 在 区 域 QD) 中 正则 的 十 效 序列 

AG. Ва, 9 „бй, =: 


D 我 们 用 gz 与 3: КЖ НИЕ ЕЯ, tB qt k zx= Нада. 


导 
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В MANERER 
flz) =lim /„(®) 
a (D) ЧЕМ. НВ, ЗЕЛЕНОЕ, ЧЕН 
РАЗА ЗН ЖЕНЕ 1) 极为 重要 ] 中 ,一 致 收敛 打数 可 以 深 项 微分 和 逐 项 积分 . 
用 各 种 方法 (可 以 用 哥 西 积分 或 者 不 用 哥 西 积分 ) 可 以 证 明 所 谓 “ 最 大 模 原 理 ”， 
车 在 区 域 D) 中 正则 的 面 数 КӨ) 不 恒 等 于 常数 ， 而 区 域 ср) 具备 | ВИ 0—8), 
) (D) 由 闭路 (C) НЕ, чин. Кг Р (C) 上 


|) [2 | fG) l, 


жыр ЕЯ CO 上 。 

最 大 模 原 至 还 有 以 下 的 推广 ， 即 是 f(z) 在 开路 (C) 上 的 正则 性 可 以 换 成 f(z) 
在 于 集合 СО) + (C) В Г. 

以 后 (第 54 节 ) 我 们 会 要 用 到 在 扰 限 远 点 处 画 数 正则 性 的 概念 , 或 在 包含 无 限 远 
点 的 区 域 上 夯 数 正则 性 的 概念 。 我 们 假定 芝 者 已 熟悉 这 些 概 念 。 

3. 多 项 式 雾 点 的 个 数 与 分 布 多项式: 通常 多 项 式 


s= = 28) 
与 三 角 多 项 式 
TO- 三 G, сов mat b, sin mz) = Ў oem 
(„= =, em aka, кезд) (24) 


ЖЛЕ РИН ЕС, 即 是 最 简单 的 在 整个 平面 上 正则 的 击 数 , 而 用 它们 米 表 惫 其 他 两 
BROH. ERRARE EINE RE, 特别 是 它们 的 零点 的 个 数 与 分 布 
加 到 公式 (20), 在 其 中 合 ДР = P(z)。 寺 是 得 到 ， 
чы +Э® 四 


1 f РС) ge lf "ama 

Яу PG) T Sai ey c, F 
эги (С) 是 (例如 ) 以 坐标 原点 为 中 心 、 以 拓 限 增加 的 КЕШ, ЛАВЫ 
公式 中 我 们 看 到 (在 ,0 这 一 条 件 下 ) n 次 多 项 式 的 恰好 等 于 (代数 基本 
定理 )， 事 实 -F, 在 等 式 (25) 内 积分 号 下 的 和 中 , 写 出 来 的 一 项 其 积分 等 于 轧 而 没有 
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ЗЛЫЕ АИ ЖК ВОВ, ММ R 
无 限 增加 时 ， 这 项 的 积分 趋 于 雳 ; 但 因 这 积分 只 能 取 整 数值 ,所 以 它 
МЕНА АКТ. 

类 似 地 可 以 断定 形 如 (24) 的 任意 次 三 角 多 项 式 T(z) Е a, + 
26,550, a, —ib, 380 这 一 条 件 下 ， 在 周期 Ее <Е+2л D 中 恰 有 
21 арлу. ОТПЕЙ, ЗЕН АСЕ на), В-ар), CE+ 
27—40) я DEHA +) 为 顶点 的 矩形 开路 (C) (图 4) 上 的 积分 

1 T'(z) 


二 Т= а) TO 
由 于 T(z) 的 周期 性 , 沿 平行 于 卓 灿 的 直线 AB 和 CD 上 的 积分 互相 抵消 丁 。 至 于 沿 
НЕДА 的 积分 , 则 在 肝 标 它 时 注意 积分 号 下 的 面 数 可 以 表 为 


ТҮ) санала bpt 
Т) a, +b, апа 


而 当 1-00 时 ,在 a, +ib, РАСНА F, С BE ОЧУР z) 趋 于 极限 ， 


(а=х+й]), 


Ta 
i m 
HGe E, 
T'@) „_ 
Ша im ыы ТС Т) =н 
类 似 地 ,在 a, ~ ibn 0 这 一 条 件 下 ,有 
Lf TO де, 


Пе ий вс TO 
СВ AASF 
lim Г=2л, 


Еа АРЗИЕВА ТН, 事实 上 ,分 eZ, 从 公式 (24) 就 得 
в, 
ç 
Ta= 二 czr=Z-"P(D， ов) 


其 中 PCZ) Ж Z №) 2л ЖОЕ £ TÑ, ОИЫН, 它 的 最 高 项 系数 与 最 低 项 条 数 (c, 与 
C-n) BRAF. B Z,G=1,2,..., 2л) 是 方程 FLZ) = 0 的 根 。 则 T(z) RARA 
D ЖЕ ЧЕН, 但 只 受 唯一 的 限制 : EER R: = 站 -上 多 项 式 ТО) BAFA 


2 事实 上 ， REER Ba ш Z= -对 2—5 УГ, БЕ 0<m<n 时 ，lim = lim Sen =0 也 
жэй. ий Уре cos nZ 


方程 
=Z, (k=1,2,--.,2n) 
ЮЖ. ВЕ Z, 中 任 一 个 都 不 等 于 需 , 则 在 区 域 ESRz<š+2r 中 每 一 个 这 种 方程 都 
有 一 个 且 仅 一 个 根 。 
ER, a, tib, 0 这 一 假设 非常 重要 : 如 果 这 假定 不 成 立 , 则 三 角 多 项 式 的 雳 点 
数 就 机 减少 ， 例 如 一 次 三 角 多 项 式 
Те) = соз z+ in z(=¢") 
就 根本 没有 和 雳 点 D 。 
тт, ВНР л ЖЕНЯ АЖ 
种 情况 F, са, H bn Г ЖЖ, 因而 数 ан 16, 3 a, —ib, ARETE. 
注意 НЕ 车 一 通常 的 (或 三 角 的 ) n 次 多 项 式 有 n+1 “Сй да+ 
РФ. эра ал Айни 以 很 清楚 地 看 到 这 一 点 ,对 
多 项 式 可 公式 (26) 推 得 。 ЗАТ: 若 两 个 通常 的 三 角 的 ) 次 多 项 式 在 
аа 
我 们 要 提出 用 零点 来 表示 多 项 式 的 间 题 , KRA, 2 次 通常 多 项 式 Piz) 除 一 
个 常数 因子 外 , MIE n ЛЖ т, (61,2, yn) 所 确定 : 
Ре) = Абад) (zza) (2—2,); 
这 里 因子 А ЖЗ, ЗЕ ЛОР) ЖАН ЖК. ЕЖЕ (恰好 ) ;次 的 三 
角 多 项 式 T); 若 已 经 知 道 它 在 周期 范围 ERSE +2л 中 的 雾 点 ， 要 求 找到 它 的 
最 一 通 的 形状 ， 设 这 些 堵 点 是 z (1,2, 56, ту 0<m<2n), ER 
T(z)=Z-"P(Z) (Z=e-) 
ЖЕНЯ 2n 次 多 项 式 PZ) (最 低 项 系数 c-。 和 最 高 项 系数 cs 中， 至少 有 一 个 必须 不 为 
P) Z=eta(k=1,2,--.,m) KEFE, 而 对 于 其 他 的 Z 值 (可 能 的 值 Z= 0 不 计 ) 不 
24, 因为 从 PZ) =0 就 会 有 i 
T( в 2)-5. 


由 此 得 到 P(Z) 之 形 为 
к-с 
ы 
或 


D 我 们 把 零点 个 数 减少 的 现象 称 为 "时 卡 例外 情形 ". НЕЕ: 
ЖИЛ. 例如 


с=т каар 


(1—соз:—{ sinz) (1+ соз: зіп 2) = —ísinz, 


ОА | ССО 


ка 
其 中 СОЕ ВОВ К, ХЫ ЫМ 9 # sÇ Тш) 就 由 下 列 公式 之 一 
fat, 


T@ =Cr 1 5 et 
= : 
或 
iz, 
Те) = ое [ее *у, (28) 
Ë 


т=?л 的 情况 对 于 我 们 特别 有 意义 ; 在 这 情况 下 , 两 公式 合成 一 个 ; 
T(z) == ее, 
вл 


HAZAR, 这 公式 可 更 方便 地 重 写 如 下 : 


(29) 
其 中 А 是 一 个 新 的 常数 。 


我 们 来 考虑 常数 А 是 怎样 与 三 角 多 项 式 TO) 的 系数 相关 联 的 。 为 此 ， 我 们 把 
公式 (29) 右 端的 乘积 变换 如 下 ;两 两 集 灶 因子 , 就 得 到 : 


| 
糖果 乘积 化 为 
c>" ене оа = Ань, = Аав, 


进一步 相 乘 , КРЕМ F ЕСОН f R. P ARRE K 


о e-t) = 51е зіч о°{=- Уз, )+ Е 


э! 


共 中 玉 写 出 的 项 是 次 数 低 于 的 三 角 多 项 式 ， 此 后 恒等式 (29) 就 成 为 
B A 
TO =A 0" озон +J, t= Ets Ўы (80) 
= | 


在 公式 (24) 与 (30) 中 , 比较 cos nz 与 sin nz 的 系数 , 就 得 到 以 上 的 等 式 
”4ecos5=( 一 D"22 ao， 
Asin =(—1)".2"—'-, 
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(1) 


ыда. (82) 


а, 
在 公式 (31) 中 ,当然 根 式 有 两 个 值 , 这 是 完 双 自然 的 , 因为 在 公式 (29) 中 出 现 有 中 角 
СВЕН ЖЕБЕ ЖОНЛЕ za 取 在 怎样 的 周期 带 中 而 定 。 
因子 А 的 值 可 以 用 别 的 推理 来 信 定 。 旱 恒等式 (24) 与 (29) 的 右 端 相等 ， 丽 = 是 
МЕ 24у, HERE у 无 限 增加 (y—oo), 比较 所 得 等 式 左 端 和 右 端的 渐 近 值 D; 
винкс” в (its с У) un 
Аей=(—1)"- 2" lan Hiba) 
mit, + уа 一 oo, 就 有 
Аса (унин а, в), 
从 以 上 关系 式 又 推 得 等 式 (31) 和 (32) . 
回 到 公式 (29), 我 们 注意 它 的 两 个 重要 的 特殊 情况 ， 
1) 设 多 项 式 的 雾 点 是 对 原点 z= 0 УМАНЬ, ВОЕН 
Жа, +z +, БЕ, 
АЖ, 就 得 到 
т@= А] оов, 


ГЕП 


或 者 


T(z) =В] сохсо), (88) 


=! 
其 中 
B=2"-i.a, 9, (34) 

而 且 这 时 5=0, b, 二 0。 

2) ВАЛО Което, 设 这 些 雾 点 是 zl то, Zp Пл —\, 
Azay Nzn, MRP: 

1) 很 明显 ,例如 , 当 у—зоо Bf: 

зак ,comiy~ ем, пту бату. 


2) 与 公式 (31) 相 反 , 在 公式 (34) 一 (36) 中 , ЯЗВ SE АНН АЧ. 
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Pa } 
Тед А 52992, 


те 


或 者 


Т) =c csin z—sinz,), 


ы! 
m t= 7, ЕВЕ n ВИНА, в, =0, Н. 

Се(-1)%.9"—'.а„л›, (35) 
而 在 为 奇数 时 ，an=0, Н. 

сср, C36) 


附注 ”所 有 以 上 的 气 述 和 员 明 很 容易 推广 到 多 项 式 的 基 些 震 点 是 乔 零点 的 情况 。 

由 前 可 知 多 项 式 (通常 多 项 式 一 一 在 平面 上 ， 三 角 多 项 式 -一 在 周期 带 中 ) 零点 的 分 布 一 般 
认 米 是 不 受 任何 限制 的 。 但 我 们 来 时 论 实 多 项 式 的 情况 ， 邮 具有 实 杀 数 的 多 项 式 的 情况 ， 在 这 种 
情况 下 可 以 断 革 , 复 零 点 是 成 对 地 共处 出 现 的 〈 相 重 数 计算 在 内 ) ， 我 们 来 回忆 一 下 这 个 初等 定理 
ARENI. BEE ZAA z 的 共 壤 数 , 则 P (z) 就 表示 从 P (z) 中 将 = 换 成 二 同时 把 多 项 式 Р(а) 的 
所 有 的 系数 所 成 它们 的 共 酌 数 而 得 来 的 多 项 式 。 如 果 所 有 的 有 数 是 实 的 , 则 显然 


Р@)=Р@). (87) 
RE zo ESAR P (z) Ву, МР! 
P(za) =0. 
于 是 Pa) =0, 将 z=zo 代入 等 式 (37) 中 便 得 
Рад =0, 


这 舟 是 所 项 证 明 的 ， 这 个 推理 也 可 运用 到 三 角 多 项 式 上 去 , 只 要 注意 到 
cosz=cosz, — sinz=simz. 

4.920835 ri EG DFPEWQ B, 由 杰出 的 俄国 数学 家 П. Л. За ВНЕ 
所 提出 的 多 项 式 系 起 着 很 大 的 作用 。 立 列 向 营 者 介绍 一 下 这 些 多 项 式 及 其 某 些 重要 
性 质 ,这 将 是 很 适宜 的 。 

契 比 谢 夫 多 项 式 就 是 

Т„(т) =соз пагссовх (п=0,1,2, -..), (38) 

ИРЕ Л, ЖН HARER PEIER n E — n ЗОО, 然而 却 不 


о ЕКЕ). 
2) “Теория механизмов, известных под названием гараллелограмов". Сочинения, $ П, 23—51. 
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ЖЕЙ АЛЫШ. ЗЕ E НОН АНАЛ LAR, 就 得 出 
Tolz)= 1, 
Т.о =cos arccosz=z, 
Те =cos Зато cos t=22?—1, 
Ts) =cos Загс соз 2412-80, (39) 
Taa) =соз багс cos т=824--Вааф1, ° 
Тук) = соз батс соз т = 16лх5 —2023 451, 


等 等 。 
在 任意 对 的 情况 下 , 作 代 换 
cosb， — /IC2=sin6, 
于 是 我 们 得 到 ， 
Сов a Ce”? ети) =EL Coos 0+ sin #у" + (cos9—isin0)"], 
所 以 ( 回 到 变数 z) 


Ти = рае е зат), ao) 


HERRAR K ЗУ REREN 
Тис) =" + Ста" — 1) + Са" ат) +... 
ЖИ, ВИК T O) 的 确 是 次 多 项 式 ，z" ПЖ КОННЫЕ 
lim 980 ри, (41) 
"> T 
由 恒等式 
соз(л + 1)8= cos 0 соз лб —cos(n—1)0 
жик е Ж. 
Ты =T ә Тас (0=1,2,3,), an 
ERZ EE РЕЗЕ Н £ UQ, 
ЖЫН ЖАК T.C) MENEAREN, LURER 1+1 
фе, BARERA HAR ч 


p= со Cm De 


От=1,2,.-,л) (43) 
вн. 
为 了 用 图 形 将 Tn(*) 的 零 眠 作出 来 ,只 要 以 区 并 (一 1, +O NEEE, 将 牛 国 分 成 24 Ey, 
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从 右 到 左 鹃 出 分 点 ， 然 后 将 奇数 指标 的 分 点 投影 到 基本 区 湖上 .很 容易 明白 ,多项式 Tw(z) HR 
虑 不 是 均匀 地 分 布 在 基本 区 关上 ,而 是 密集 在 两 端 (加 5). 

AT ETABS A fE MEPER E, SHS nR 
KESAR Tala) EA BR. BE Nula № 
Т„(х) ERM а<х<8(—1<а<#<-++1) HRANE. 
则 二 重 极限 


5 =lim-1_ lim NaCzsx+Az) 
ns vomm шука 


自然 地 称 作 Tn(x) 的 等 点 在 点 х(—1<х< +1) AABE, ПБ у=) GO R f A 
&. М Мба, 6) 显然 等 于 满足 不 等 式 


Qm— Dm 
a<cos <8 


的 整数 加 的 个 数 ,我 们 就 得 到 


Nala B) -Z (arccos а—агссов8)=0 或 —1, 


四 此 >. 
то Мааз 0). „ arccosa 一 arccosp ， 
mo n т 
于 是 立即 推 得 : 
Palim l arccos z—arecos(z+A -1 i 
ат x тут 
PASIR ЕРА 6. А 


现在 我 们 来 考察 多 项 式 Tw(z) 在 基本 区 阅 
上 极 大 值 与 极 小 值 如 何 分 布 。 它 们 的 位 证 由 方 
程 Tw(z)=0 即 
sinnarccosz (у 
И 1-22 
жй, 由 此 得 到 


6 (m=1,2,.-.,n—1); 
在 图 р а уж ус: z 值 。 很 清楚 ， 

тоо) сов тте С, 
БЕРЕНИ ЖИЕН, 多 项 式 Т, Се) рза ЯЙ, Та) Ву У 
ВН, Жи, ЯРИМ рТ +1, БИГЕ. —1. БК 
BERRA NEC Говно, 
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Т„(+1)=1,‚ T.(—1)=(—1". (44) 
ки, зар лра а И 上 振子 + ! 和 一! Мез ШИМ 
界限 之 外 , 是 然 它 就 越 册 了 这 范围 , 而 单调 增加 或 单调 不 小 。 如 图 7 所 示 。 


ANRI 


很 值得 注意 的 是 ， 
> пзїлагссозл |. пвідив _ РВ 
T O) = ва Т, (2) =ш АТ i ети =m, (з) 
Ы FAAR Talx) 的 图 形 . 
为 要 知道 契 比 谢 夫 多 项 式 在 复数 域 中 的 状况 ， 我 们 把 自 变数 甩 作 z=. у, 并 
按照 公式 


кые „ө ie 
引进 椭 图 坐标 。 
显然 , 4 P(>1) 为 常数 时 ,在 OXY Жш БИН СЕ), 
22 0 1, 
ағ 
它 的 四 与 坐标 册 重 合 , 而 牢 轴 长 则 为 
=s (+1), ь= 300-1). (46) 


HA а2—02=1, AA ААА Є ЛО, ПО LAEE L, + 1) 的 两 端 
点 。 


从 公式 (46) 就 得 到 
p=a+b, 
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即 恰好 是 以 — 1, +1 为 焦点 ,并 通过 所 考虑 点 的 椭 加 的 两 侍 业 和 。 
同样 , 当 p 为 常数 时 ,我 们 就 得 到 双 曲 和 让 
z 2 9.5 з 
(=) (= 5 
它 与 第 一 个 椭圆 族 有 同样 的 焦点 ,并 与 该 椭 回 族 正 交 。 
Ни 


(2 Ler) an 
代入 Т, 中 ,就 会 有 : 
vaT =g (e-e), 
аът", 2-07-16", an 
所 以 | 
т, газат) уа (рент ) ав) 
н 


RT, а (виа а, )eos my， 
Эта (и) 


IT, Сее сон m+ 1, . (49) 


假定 考虑 某 一 不 局 于 基本 区 闻 ( 一 1, 二 1 的 固定 值 < Ue ф ЖШ, Пр, 
可 以 断定 ， 尽 管 分 布 在 基本 区 间 中 的 Т, Се) ВУ РАКИЯ n мА, 然而 对 
于 固定 值 ,不 给 它 与 基本 区 加 多 么 接近, 多项式 T, a) (n=1,2,8,…) ВНЕ 
的 各 项 йиш, ЗЫ, 

img IT y] =e. Фо) 
这 可 从 公式 (49) 直 接 看 出 来 由 此 也 顺便 推 得 , ДЕРЕС — 1, +1) 的 两 端 为 焦点 的 
MNE, T',G) 的 增加 是 同一 般 的 。 

其 次 , 奥 比 澳 夫 多 项 式 具有 正 交 性 , 即 


Г Тус) Тш) д.0 
= иа 
实际 上 , Ф z=cos9 ЖЖ Т. 


-= 


kl=0,1,2,.; Юн), ` (51) 
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m TO TO) д Јов соз9 = 0. 
- уг 
F k=l ИВ, 


“RD dren, 
er] 


G e Bd = “ 58. 
的 f соз? 9 9 š (&=1,2,-.), ГЄ 


Фә = тс, P= EnO һд), 


就 可 把 最 后 的 关系 式 写 成 下 列 形状 ; 
Г ш з= 1 G=0,1,9,.-), + (83) 
ЗЕ А аи 
в. 
L Аа Рс) 中 ,多 项 式 


T.G) = Т, G) 


ез 
тв 
тах |P(a)| (54) 


„аы 
RARE ЖО, 如 通常 所 跷 的 , ЕЛЕБИ С—1, + ESRR, ФВ, 
项 式 Íp), 表达 式 (54) ар, WER 


Tp, (везти) 3 (m=0,1,9,.--.,n) 
成 立 。 А 
Е БЗК, 有 一 个 多 项 式 Pa) 不 恒 等 于 T(z) 而 满足 条 件 
IP(z)| < == (-1<х<+1), 


ДЕ RG) = Т, (2) 一 PCz) 就 会 是 4 一 1 藉 多 项 式 , 且 满 足 条 件 


(一 DR(cosz )> 0 (т=0,1,2, -..,п). 
从 最 后 这 不 等 式 可 上 见 , LHR RG) 在 区 闻 (一 1, + 1) REDE n KAR, 而 这 是 不 


可 能 的 , 因为 RC) 的 次 数 等 于 一 1.。 


2 ижи зиишш 


TE ZE z" ВЯ 1 0—40 "> КЖ Ра) 中 ,多 项 式 Тш)= 
使 积分 


三 Ж 


кш. 


设 将 多 项 式 Р(х) 按 多 项 式 Т.о) 展开 ， 


PG) “Éen Pula). 
因为 
BE рр, 
PA DAREDA ЕАЭК Ей z” 的 系数 ,就 得 到 


== 


T,G) 


(55) 


„тү 
另 一 方面 , 注意 正 交 性 条 件 (51) 以 及 公式 (53), 则 可 断定 积分 (55) 等 于 和 数 
Èa. 
КЕ 
ER, 
==" =с„=0 
时 ,也 就 是 当 


PG) =e, Г.) = T,G) 
时 ,积分 (55) 达 到 极 小 值 。 
这 极 小 值 等 于 


ж 
РЫ 


а= 


5. 线性 代数 方程 组 的 解法 ”因为 以 后 要 经 常 遇 见 线性 方程 组， 回忆 一 下 与 此 相 


关 的 基本 定理 以 及 由 此 推 得 一 系列 推论 ,不 然 好 处 。 
Ë 4 R n RRITUR, HATH ans 


Qn an а 


a am e am |_, 
” 112141, 


(56) 
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“而 А 是 元 a 的 代数 余子 式 ， 亦 即 在 行列 式 中 去 掉 第 7 行 和 第 s 列 后 的 子 行列 式 再 
` REO, 
按照 拉 普 拉 斯 定理 ,我 们 有 : 
_ 9, 当 se <. _ 16, Äri oT 
ай, фек А-а, щы, О? 
由 此 得 到 基本 定理 (克拉 ZER): mak 6; п 个 未 知 数 的 п 个 线性 方程 组 


Qn Tytan т. + +a, 2, 


аһ Zi 十 az t+ (58) 
或 者 更 简单 地 

Уа, (r=1,2,.,n) (59) 

т 
的 行列 式 ADPF 

А%0, (60) 
ИВ НН ВНОК 
XA, 
= (851,2, -+.,п) (61) 


жїн, 即 每 一 未 知 数 的 值 等 于 一 个 分 数 ， КАН ЭДЕР (ТУК, 而 分 子 是 
分 母 在 行列 式 中 将 对 应 于 所 求 未 知 数 的 系数 那 一 列 换 成 方程 组 中 常数 项 所 组 成 的 一 
列 。 
事实 上 ,在 方程 钥 (59). 上 乘 以 Am 然后 对 了 相 加 ,在 右 端 我 们 得 到 
Ув 


而 在 左 端 ,首先 对 r 相 加 ,然后 再 对 相 加 , 井 注 意 关系 式 (57), 就 得 到 Ал, 因此 最 
后 有 
АУ ы,  G=1,3,-.,m, 


这 就 与 (61) 等 价 .因此 方程 组 (51) 除 了 公式 (61) 所 答 出 的 解 外 再 不 能 有 其 他 的 解 了 。 
反 过 来 ,将 (61) 乘 上 ar 井 对 s 相 加 ,就 有 : 


% СЕ ЕЕЕ ЕЕ 


жш 
¿ X у аА, 
= 
ид ВЕЕ: , 
由 (57), 此 即 
Kah а=), 
= 


于 是 得 知 公式 (61) 确 平 答 出 了 方程 组 (59) 的 解 
我 们 来 时 险 含 个 未 知 数 的 二 个 齐 丈 方程 组 这 一 特殊 情况 (2 一 Or 一 1 
mitan Tat +a z =0, 


аа Tytan Ti+ + don т,=0, (вә) 


аи, + 
这 样 的 方程 粗 有 显明 的 解 x1 一 2 二 … 二 zn 二 0, 为 简便 起 上 见 , 称 它 为 零 解 。 运 用 
基本 定理 到 方程 组 (62) 上 ,就 能 断定 ,如 个 未 知 数 的 个 齐 次 米 性 方程 租 的 行列 式 
ДЕ, A BERUR АРИОН. 
Beata án n PA ANN m EEA AEREA РАР ДИН, ДЕНДИ 
BERME n 32080 n+ 1 个 线性 方程 组 
аца Hanta 十 … 十 amZn =b, 
Фил ааа фаил, =b, 


(63) 
aan Fapt +í +a, 
анна анаа Нани иные 

因为 方程 的 个 数 起 过 未 知 数 的 个 数 , 则 仅 当 系数 之 并 有 着 特殊 关系 时 ,这 方程 组 
才能 够 是 相 容 的 , 也 就 是 有 解 的 。 我 们 来 导出 这 个 关系 式 ， 鹏 (63) 的 解 由 公式 
T= (k=1,2,.%,n) 
稿 出 ,那么 所 有 的 方程 (63) 当 用 z {Ый x(k 一 1,2,…,n) ШШЕ. 
EBRE n+l 个 未 知 数 的 n+1 ЕН, 
ал, Нал, +-*+a,z, +b л.н =0, 
дат, ааа 


Sbm 


n Чт, =0, 


(64) 
qan Фада + ант, Ы, 


аныл Начата Балан tb, z, =0, 
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根据 前 面 的 假设 ,这 方程 组 有 解 


t= даа; сеў z,=2 r. =—1, 
ЕЖЕ. АНЕМИЯ Г, УНР, 
an b. 


| а ыы 
an 


| „ьо, (65) 
Pas | 


a, a, 


nti лауат Буы 

ЗМИЕВ“ НГК. РАВ: 敬 存 在 着 数 z (k=1, 
нид йа п ТШШ НИНУ бы), ПОНИ НО 
(ожар. ` 

Жу НВ» DRAA 个 感性 方程 组 (64) 中 洽 去 未 知 数 жь» 可 
жунш“ шу” а Н 

6. 斯 提 叶 斯 积分 以 后 常常 有 机 会 用 到 通常 RE) 积分 的 一 种 推广 , 称 作 斯 提 
时 斯 9 积分 。 我们 觉得 在 这 里 提出 这 种 积分 的 定义 和 它 的 一 些 重要 性 质 是 有 签 的 。 


Ж /\х) ERM (асас) LME, X w(z) 在 这 个 区 阅 上 不 减 。 考 虑 和 数 


S= 2 EV —Ч 01, (66) 
其 中 z, 满足 不 等 式 
ао ола r, En =b, (67) 
而 与 是 满足 不 等 式 
2. <=, @=1,2, 7 
的 数 。 


Ë A RNM ул .2 л) 中 的 最 大 者 。 БЫВАЕТ, 
而 且 使 A GFE. PEAS S 的 极限 


tm ЛЕСУ 060] f даче (в) 


ЭНА. тте, к БАНЕ, 

Я Мы т 32808 Ст) ДЕРЕ] (асар) 上 的 最 大 值 与 最 小 值 。Mi 与 m; # 
PRABER SIr) 上 的 最 大 值 与 最 小 值 , i 二 1,2,…,n。 称 和 数 
DT Stieltjes, “Алд. de Toulouse" (1894—1895) CA IRIE, SARERA). 


28 ЕЕ ЕЕ ЕЕ BE 


S= Мор 0000 与 


为 对 应 于 基本 区 间 分 成 子 区 间 的 分 法 (67) 的 “. 上 "和 与 “下 "和 ,而 S 为 “中 "和 ， 因 为 
(т) 是 不 减 夯 数 , 故 所 有 的 差 数 (т) Сту) ЗЕЙ, 从 而 


5 Уже» (0 
= 


S<s<š. (69) 
此 外 , ШКФ то ММ G=1,2,...,n) 得 知 : 
S<MV, S<mV, (70) 
其 中 
V=) —у@) 
CHR (a) 在 基本 区 并 上 的 “全 变 差 )。 


不 难 明 白 , 当 基本 区 闻 分 得 更 番 时 ，, 即将 每 一 个 子 区 闻 (ттл) 再 分 成 一 
些 新 区 间 , 而 原来 的 分 点 都 保留 , 则 * F” RUR, ° 上 "和 不 境 。 
因此 , а В BAA EEA, 而 以 S, 与 S, 表 配 所 对 应 的 分 法 的 "上 "和 与 
“下 "和 8 二 1,2,3,…)， 央 得 不 等 式 : 
Se<S<--<8S,<--<S,<-..<S,<S,, 


同时 生 有 
mV<S,<S,<MV. 
可 以 征明 ,和 数 S, 与 S, 趋 于 同一 极限 : 
lim 5, =lim S, =1. (11) 


事实 上 ,由 于 画 数 До) 的 连 炽 性 , 就 能 对 于 任意 小 的 eC>0), 选取 这 样 的 K>>0) 
使 当 不 等 式 
Пааа баа, а") 
成 立时 , 便 有 
ао -f(z |<. 
所 以 如 果 A<, 则 


s= (М-ти) vs) < 


= = 
从 (69) 与 (71) 就 得 到 , 中 和 S( 当 任意 取 E, 时 ) 趋 于 同一 极限 1. 

lim $=Г. (12) 
ERREN, 对 于 任意 一 分 法 序列 所 得 到 的 极限 7 总 是 同一 个 。 为 此 , 我 们 来 考察 


Ур -че-01=е. 


导 


对 应 于 不 同 分 法 的 两 个 中 和 : 


ЕТ 
Š 


=} SOAD] в о 5-Х EVAN Фа ә 


[=] =! 
ПНА, ЕНЪИ А 不 超过 д, 把 所 有 的 点 性 与 < 做 
分 点 构成 一 分 法 ， 其 对 应 的 和 数 为 5; 把 和 数 S” 与 S” 来 跟 5 相 比 较 ， 显 然 ,和 数 S 
与 S 的 差 不 大 于 E, 和 数 S” 与 8 的 差 也 是 如 此 ; 所 以 
9—5"! <, 

由 此 可 见 , 允 于 不 同 分 法 序列 ,和 数 的 极限 是 相同 的 , 即 为 工 

极限 7 就 是 斯 提 叶 斯 积分 ， 

r= f° ково. 

应 该 提出 斯 提 叶 斯 积分 的 这 样 一 此 性质 ， 

О fiado f сойду) acey G) 

这 是 由 于 :总 可 以 把 点 c 取 作 分 点 之 一 

» Ја садар? dva + [Г асада). а) 

实际 上 ,只 要 在 等 式 


ELE HELVE 900] 


imi 


= FEWE) баа) J+ DEVE 90-01 
= = 


лиш. 
“积分 中 值 "定理 可 以 表 作 公式 ; 
3) V< [° камео «му. 
这 关系 式 可 由 不 知 式 (70) 扒 得 。 
注意 下 列 特殊 情况 。 
БИК Wa) ЖИ WE) SpCr)2>0, ДВИНА АЕ 
Јадар = |" Korade, 
例如 , 当 (а) = z B$, 我 们 就 得 到 : 


А ; 
[комод =, лом. 


W й EEE EE Q 


p=lim wz) -lim (z) 
PRAWE UC) 在 间断 点 z=5 вЫ. ш (=) 是 “阶梯 " 画 数 ， 即 夯 数 在 点 
ck ГВЕН 
Cr=Wer +0) -Wer 0 ФР, 
而 在 这 些 点 之 问 的 区 间 中 , БИ ЗЕ Ж tk, 则 斯 提 叶 斯 积分 就 成 为 和 数 ， 


; 
三 raaocD= 和 curcn. 
. ami 


在 一 般 情况 下 ,斯 提 叶 斯 积分 不 能 化 为 通常 积分 ,也 不 能 化 为 和 数 。 但 在 以 后 的 
йүн, 所 有 具体 例子 都 对 应 于 这 些 特殊 情况 。 

数值 =, HEIER ШИК Сад 保持 常数 值 者 ， 称 为 温 留 点 ; 而 共 余 的 点 称 为 增 
А. HNR SCE) ЖЕРК (a, b 中 是 正 的 , 划 池 于 所 有 非常 区 的 不 夏 权 ww(2)， 有 


J! rowe. 
MEN MAERA EKA SRU V) REER, MAREA 
APER. 
和 数 


È а) va)! 


= 
tf БИА ВИН (л) 在 区 间 (a,b) ЕН. 

5803058 а) ЯГЛГ 898, УАКЫ БШ. ЕЙ РП, ШИК (л) AAE 
да ненг рН МНН ЧЕРНЫЕ. ЖЫК V) 有 有 
АЭ, tj FCA) ЕВА ЕЗШ, 则 和 数 

È ушар va) | 


ваны, Е 
Јас. 
于 是 就 有 不等式 
Јлдаесо |< [* oww, 
M2 тшен, 在 积分 
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] N Ка, защит, у) 
中 文字 4 下 的 指标 表示 积分 变数 , 而 另 一 变数 算 作 参 变数 。 
关于 一 重 斯 提 叶 斯 积分 ， 我 们 只 简单 的 提 一 担 。 设 在 OXY FEELER 
(D); ЖА (D) 的 子 区 域 (0), 对 应 有 一 非 负 而 数 VO), HERAT mE: 
即 车 (07) -5 (07) 无 公共 点 , 则 
ео) = +40"). 
展 布 在 区 域 (D) 上 的 斯 提 叶 斯 积分 了 解 为 下 面 和 数 的 极限 ; 


[fe aen АА поа), св) 


其 中 (0) 是 将 区 域 (D) 半分 而 得 的 子 区 域 ，(S ni) 是 区 域 (0,) 中 一 任意 点 的 坐标 ， 
并 假定 各 区 域 (0,) 的 直径 D 中 的 最 大 者 A BETE., ЛЕШ ИК ЛС, у) 于 区 域 (D) 中 
回炉 的 假设 下 , 可 以 证 明 极限 (75) 存 在 。 
特别 , 97 
о = || рса, 
共 中 p(z, у) 是 一 回炉 非 负面 数 , 则 斯 提 叶 斯 积分 就 化 为 通常 的 一 重 积分 ， 
fJ ff fe у)ар(о) = ] JR y)p(z, y)dzdy, 


但 二 重 斯 提 叶 斯 积分 也 可 能 化 为 和 数 或 者 曲线 积分 。 
二 重 斯 提 叶 斯 积分 在 复数 平面 上 也 有 用 处 : 


Лыков аў кое 
вен, ка, 


1) 区 域 中 两 点 问 旺 离 的 上 确 界 称 为 它 的 直至。 


D 关于 斯 提 叶 斯 积分 的 更 多 知 怕 ,本 者 可 以 在 下 列 必需 中 找到 ，B. И. Гливенко, Интеграл Стилтьеса 
(OHTH, 1986) Æ И. П. Натансон Ж, RAI: KER, ЕЛКЕ СЕЗИШ ТГ НИЯ. 
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7. 房 德 着 行列 式 1 我 们 来 时 论 坟 计算 由 数 riG= 0, 1, п) ЭТ ЛЕВИН n + 1 
вх 

тт 

To Tı Тас 


Whao, Ei Ta z, )= | zr z + 


(1) 


аў zp zf 
首先 注意 其 下 列 性 质 ，1) 当 两 数 z, 和 z, G < k) 互 换 时 , 有 两 列 的 位 置 互 换 了 ， 
因此 行列 式 变 号 ; 2) ЖЕК z, G=0,1,2,--..,n) 之 中 有 相等 的 , 则 行列 式 等 于 雾 。 

ПИК zi(i=0,1,…,n 一 1) 是 常数 , 而 z, 是 变数 ; 去 掉 指标 nx。 将 房 德 工行 列 式 
Weto, Ei y Ep- T) 依 第 n+1 列 的 元 展开 ， ВАНИЕ ЛЕЗЬ z fj n KERR 另 
一 方面 , 当 =zi(i=0,1,2,…,n 一 1) В, ESFE, 因此 可 以 写 出 恒等式 

Weto, zo z, -6z)=A(z—zo)(z—zi) (EEn); (2) 
共 中 因子 4 与 变数 z ЭС, РЛ 30808) Ж RC: z" 的 系数 , 如 将 行列 式 按 最 
后 一 行 的 元 展开 , 可 知 这 系数 不 是 别 的 , 恰好 就 是 由 数 zo, л, …， zw- 所 粗 成 的 二胡 
房 德 莽 行列 式 ， 
A= У (то, z "y л»), 
将 4 值 代 大 (2) 同 时 将 工 换 回 为 zw 我 们 就 得 到 等 式 

Мо zo ә En) = Waos zo ее, Epi) (En 20) (Tn аз) (z, —z,-), (8) 

现在 可 用 这 种 方式 把 行列 式 Уго, лу, …, zw-D) 的 计算 化 为 Wao ж, En) 
的 计算 , 如 此 类 推 , 就 得 到 一 串通 推 等 式 , 而 最 后 两 个 就 是 

МИ (то, лу, za) = Wao, 21) На (а) 
МУ (аго, ту) = (2—00) 
УРБА КАНЕ, 就 得 : 
Т; Vandermonde, Résolution des équations(1770). 
32 
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МИ Соз zo ч) = био) (Ep21) Ep — En) X 


X (ла— zo) (za— zi) X 
ың 

x (21—20) =Пеа.-=»), (5) 
pq 


ЭВЕНКИЯ НЕО 
从 后 面 的 数 减 去 前 面 的 数 ) . 
їн СЕЙ, ЖЕНИЛИРЕЕК ЕИБ, 那么 羽 德 莽 行 列 式 不 等 寸 等， 
tc 
(1,2,3, =, п) =11 913; e (п—1)!. 
#2. ни 
4 9,=W0,a a, и"), 

其 中 ш=е " Jk169n Ж. 

我 们 得 到 : 


Onl 


a= П o- ате sin 工人 -= 


=£ ua, әт" Hv sin m нту Нл Ия. 5 
TIN 15т<5- 
= —2, =—3 V, 9=—16. 
93. 计算 行列 式 
Weet, ее, n, e*n), 
这 行列 式 等 于 


0, 4 二 这 os Ер 
аеннан ея. 
п ўе шыў 
сов ло созду --- 
Welo, z y Eu) = |совдло cos2zi 


Qi? 


|созихо созлт … созлт„ 
与 


1) ЖЕНЕТ Г. М. Фихтенгольц Ж, ЭВА, 微 积分 学 埃 程 第 一 矢 第 三 分 册 (高 等 敌人 
HRHD RHH Г. 
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W,Gu ла, … Zn) 一 (6) 


sinnz, sinna- sinmz, 

设想 在 第 一 个 行列 式 中 , 将 zw 换 作 变数 z; 显然 , Je(zo z … En- 2) Ж п 
偶 三 角 多 项 式 。 立 刻 可 以 看 出 它 的 雳 点 就 是 数 士 zo, Бар, …， 士 zw-!。 所 以 按照 第 
三 节 公 式 (38) 可 以 写 出 


=: 
АСЕТ) =в[] (соз 工 一 cos Tm), 


== 
ЭСН В ЕР 277" 与 cos nz 的 系数 的 乘积 ; 这 个 系数 很 明显 等 于 ТУ Столе). 
因此 (再 将 工 换 回 为 zw) 就 有 : 

n= 


W.Go т, y Ey) 2" (ло, zu +, Eui)" | | (соз z, —cos tm) 
= 


把 一 系列 这 伴 的 种 推 公式 相 乘 ,最 图 便 得 ， 
W.Go zu отн) =" T | (сов т, созу), (71) 
Da 
FEE, HNW =l — Asst (33) sar ARERIA ЗУ, (ла, лз, ул), AER E, ВА 
fE z Jis RERA n KEHL, IERA 0, л, Han Eaa y тн. 
由 此 很 容易 所定 ， Саал) э „_1 жур з, HEA 
Ear Базу", лн, 从 而 


А, Салати) р TI 天 
a =B [= COS Tm), 


ЖЧ! В 9 2": 53 cos(n —1) 的 柔 数 的 乘积 ;这 系数 等 于 2W,(z1 ra ао. 
所 以 (再 引进 zx,) 就 得 到 : 


n= 


W.G zy Tn) =2" И бау ла, ty xn)sin £p | ] (соз Zn — C08 лы), 


Tek hh Bl ЗН, HERRIA: 


Малья) =Ж" gin түйп лаш z, | [ (сов zo сова»). (8) 
Pa 
最 后 还 更 研究 行列 式 


D 应 该 注 意 三 = = 2сов(л—1)4+-. (n2). 
зах 
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£ 1 ‚1 


созло costi + 


зіп ло мал, «Ss 
соз 2ле cos ал = 


9 
sin 2ло sin 2r; У ео 


Wao ть ze) = 


cos nzo cos nz: 
[sin пло sin плу … sin nays, 
Ж БЕЛИҢЕ EER IE T ИТЕЛЕ — JE, EAR ШИНЫ ЖИА, 
坟 为 简便 起 见 , 只 写 出 一 行 , 且 去 掉 的 指标 ; 这 伴 , ANDES IH: 
Was=|1 cos z sin х cos2x sin2r … cosnz sinnz|, 
将 第 3,5,…, 2n +1 列 乘 上 并 分 别 加 到 第 2,4,…,2n 列 上 , 则 有 ， 
Wos=|1 ейх зале" sin2z … ein* sinnz|, 
将 第 3,5,…,2n+1 FURE 2i, RA: 
(=20)" W.,=|1 ei* —2 зіп л cs --2isin2r … @"* —2isinnz|, 
井 且 将 第 2,4，…, 2 各 列 分 别 加 到 第 3,5，,…, 2 十 1 各 列 上 去 得 : 
Сри |1 ex eit ix rus у. их grins |, 
现在 互 换 各 列 , 使 得 上 式 中 各 元 成 为 具有 公 比 ei* 的 几何 航 数 [这 就 产生 z(z 二 1) 
DES] 
(но. (рту ym [emrit em-Dis 4. emit 1 eit a. тб enia), 
HARRA Ж ето, 第 一 行 乘 上 e" 等 等 


1 
mE z, 


eT ID. (а) |е es … "|, 
这 等 式 的 右 端的 行列 式 是 通常 的 2n + 1 圾 房 德 工行 列 式 (参看 例 3)， 


зи 
žo ия js n in Eni f in tate 
Weet е, aaa, m а" e meo [s < zA 


DSa 
由 此 ,化 简 后 便 得 : 
кал 
ЖИ. (ао л, л) =2" sn 59. ao) 


8. MAMUEHSAR 现在 精 到 我 们 要 研究 的 最 重要 的 一 个 问题。 即 杰 求 作 
a EEn t REA 
TOs Ty T2y "Tn 


кезе 
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Уо, Уз, Уз, yas 
对 于 这 间 题 可 以 作出 几何 的 胡 述 ， 即 要 求 作出 一 个 * 次 多 项 式 Р(х), ш 
形 通过 已 知 的 2 二 个 点 Му(т,,у„)@=0,1,®2,--,л), 


的 图 


应 该 定 出 多 项 式 Рб), 
P(z) 一 co 十 ct 工 十 ca72 十 … 十 cm (11) 
的 各 系数 cm。 
这 些 系 数 必须 这 样 选 定 ,使 得 下 列 关系 式 成 立 : 
PG,)=y, — (m=0,1,.-,n), (12) 


或 者 写 开 来 ,就 是 


со сало са + + +с„хї = уо, 
со сы с + с, = уу, 


a3) 


我 们 看 到 ， BEHAT A n+ 1 个 未 知 数 c (m= 0,1,-...n) 的 n+1 ОРЕ 
性 方程 组 。 它 的 行列 式 显然 就 是 
W(xo, ти, х„), 
但 根据 并 题 的 意义 , 数 zk 彼此 不 相等 , СЕРЕНА. 所 以 方程 组 ОЗ) 有 一 
县 仅 有 一 解 ， 从 而 上 面 提出 的 间 题 也 是 如 此 ， 为 了 要 找 出 这 解 ， EAH RGD 
定 系数 cm 然后 将 cm КА, 而 这 与 从 (11) 和 (18) 中 消去 系数 cm 是 一 样 的 。 如 
果 含 * 增 广 "行列 式 等 于 零 ( 为 了 方便 交换 了 列 ) 
Р(2) 1 = megt 
уо 1 zo hz 
я 1 а дер) =0, 


со сыт олі, 


yn 1 
那么 这 个 消去 法 就 立刻 完成 了 。 
按 第 一 列 的 元 展开 行列 式 ， 同 时 注意 到 代数 余子 式 也 是 房 德 工行 列 式 ， 我 们 就 
得 到 ， 


PO) Was ал,» En) = Ў Сту WC, zo zo у лл, но). 


变换 在 求 和 记号 后 而 的 各 行列 式 的 列 , 便 有 


Pa WG аз, z, )= O Ym (ло, ал, +, Зы, т aya ә Ж), 


第 -- 章 点 ШО AK 法 зт 


于 是 
ЄЕС Ж, Emis Tn) 
P= a E 

注意 到 房 德 莽 行列 式 的 值 (5) 时 ,就 能 断定 , MARZE 


ka u = ай 
因此 ,多 项 式 PCz) 作出 来 了 ; 它 称 为 拉 格 衣 得) 括 补 多 项 式 。 
例 1， 当 2 一 工时 , 拉 格 朗 履 公 式 解决 了 解析 几何 上 的 一 个 问题 , 通过 两 点 作 一 直线 . 
例 2， 当 n=2 时 ,这 公式 解决 了 下 一 问题 : 即 作 一 具有 八重 二 并 通过 已 知 三 点 的 抛物 宰 、 这 
ЭРИШИ ЕКЕ а,Ь, с, ЇЙ ЕКЕН А, В, С, НЕЕ АНУ: 
P-A EDE- + рда) ү баа 


(a—b) (a= (0—0) 0-а) 76-0) * 
WI. 作 一 二 次 三 项 式 ,在 点 0,4 和 6 处 分 别 取 值 1,3 # 2. 


我 们 得 到 ， 

ОО зао „06-9 а 
РО о О ра 1 вк 8° 
94 NEKEM PETER 1 23 和 4 处 分 别 取 值 0, —5, —6 和 3. 
ж. PA, 


拉 格 朗 锐 质 补 公式 可 以 用 多 少 有 点 人 为 的 方法 引出 , RAH ЛА 4838 Рр, BD 
№: 不 去 解决 上 述 求 多 项 式 P(z) 的 基本 间 题 ， 而 设法 解决 4+1 个 下 面 一 类 具有 简 
化 了 的 数据 的 问题 Жар, 次 多 项 式 Го, 使 它 在 所 有 葵 1 出 的 点 Zh 处 ( 除 zm 
ID PDI, TZE Tm 处 取 什 1(0Sm<n). АЛЕ, КР, 09 必须 满足 以 F 
ҮЗ 
当 sz 时 
当 k=i 时 

车 多 项 式 Pnl) 已 作 好 ， 那 么 要 作出 解决 一 般 关 题 的 多 项 式 P(z) BAREA 
ЖИЕ У; 从 关系 式 (15) 推 得 : 由 公式 

Рег) = узРо(2) +y Pia) + +y, P, G) (16) 

确定 的 多 项 式 P(x) 就 满足 关 杀 式 (12)。 但 多 项 式 P.(2) 很 容易 得 来 : WA CRE 
点 必须 是 хо, л, u Lois но, В, 它 就 必须 是 : 


Po(z)=4(z 一 zo)…(7 一 oo 一 mt (аи) 


0, 
во G,k=0,1,-- n), (15) 
; 


1) J. L. Lagrange, Leçons élémentaires sur les mathématiques (1795) (Oeuvres 7, №286 Д). 
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再 选取 因子 A, 使 多 项 式 PnC) 在 点 zm 处 取 值 1, 最 后 我 们 就 能 得 到 ， 


Pula) = (TEX) E Em) (ваты) (ти) 
Ы Tm— 70) (Em Emi) (Em Emt) Em Tn) 


把 Pn(z) 的 表达 式 代入 (16)， 又 导出 了 拉 格 刘 翌 公式。 上述 的 计 哗 便 侈 立 了 多 
项 式 Plr) 存在 ; 它 的 唯一 性 是 早 就 知道 了 的 ， 因 为 若 两 个 次 多 项 式 在 2+1 个 点 
处 取 相同 的 值 , 就 不 可 能 不 彼此 恒 等 .- 

拉 格 般 习 公式 (12) 可 以 与 得 更 简短 些 。 引 进 ?+ 次 多 项 式 

AG)=(z—z)(z—zD-(z—z,), 


很 容易 明白 ， 
А’ (хи) = (Tm—T0) "(Tm— Emi) (ат Imt) Em Ln), 


由 此 便 得 


AG) т 
Р(а) = Ха [em Ven an 
@5. ENI ЖЛ Р(х), (#'РЛЕЗЕНДИ Ж: Т (х) 的 办 点 
x = cos- вирт (m=1,2,., n) 
АЖАН ун. 
+ 
Абд=Т„(з)=-у оов n are сов z, 
ж 


дю = Sinnarccosx y 


PT /I 


ри 


Аа) — On DE 


Рл) = сов п arc cos х* у, 
m=i 
3. 三角 播 补 法 ”要求 作 一 次 三 角 多 项 式 TO), WEBERI 24 十 1 个 点 
EEE ST E 
外 分 到 取信 
Уо, Уу Vime 
它 的 图形 的 解释 与 通常 拉 格 般 屠 插 补 法 的 情况 是 一 样 的 。 
我 们 必需 这 样 选 取 多 项 式 


T(æ) = ao + (acos z + іп 2) +- + (а, соз их + ,sin nz) (18) 
的 系数 ,使 得 它们 满足 等 式 
Та) = ym (т=0,1, ---, 2”). 
所 得到 的 含 22 十 1 个 未 知 数 的 一 组 22 十 工 个 方程 
ао+ (aicos z, + DISIN т) + + (a,cos nz, +b,sin NEm) =y,, 


(m=0,1, =, 2n) аә) 
的 行列 式 正 是 
к 
Узал» уль) | [s бетә, (20) 


ЕЕЕ РРО, K-A УЖЕ. ADAD) Я БОИ 
到 
Т(х) 1 cosz siz сових этих | 


yo 1 созло віп то … созпло чт nro o, 
=0, 


Yan 1 COS Tan Sin Zan … Cos nzan sin nzzn| 


或 者 按 第 一 列 展开 之 后 就 得 出 


| 
T(E) тоз лы) = У Сну „(жу ло, улыл, лы, ее, лы, 
& 
由 此 得 到 


Т()= = Wao: WE ieg ии), 


或 者 ,注意 到 (10) 便 有 : 


MI 作 一 次 三 角 多 项 式 Т), ERR O Эт mi 外 分别 取舍 i imi 
我 们 得 到 : 


sin 
T(x)=1 


40 [Ж ЕЖЕ. E 


oy Yn 
因为 在 这 情况 下 所 产生 的 方程 好 的 行列 式 


24 
W.Go о) =" (соз z, —cos 29) 
Ha 


ЭР, 所 以 解 的 存在 已 有 保证 TIEA ОН RLF ETA DR ТЕ ИЕ Е RE O) R: H 
FARDA HH: 


Жы (соз х-— соз ту). (сов — сои сов сов 1m4 1}-:4c08 x—cos xn) _, (99 
TG) Xy aasan сов хи сов ле—1ЙСо® zm — COS tm+ i) {09 хы — соз ИТ ) 


同样 ,在 个 点 
ле ти (24 ik ВЕ z =E z, 2л xh) 
ии 
У» уз» Y, 
ях 


Т(2) =b; sin 2+ віп 2r 十 … 十 go sin nz 
存在 , 且 有 下 列 形式 : 


DD 
这 是 由 于 行列 式 
Селата) = sin zy sin пеши + сова, —cos zp) 
RIR. sss 


高 斯 D 就 已 轰 得 到 了 公式 (21), (22) 和 (23) 。 


1) C. Е. Gauss, Theoria interpolationis methodo nova tractata(1805) (Werke, f 3,9%265—330F0 . 
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#2 В T GO, ЕЛЕН 0, T Яп т АШ 1,2 91-2. 
这 乡 项 式 为 : i 


т 
Jod (cos х— соз-у-)(сов z—cos m) i TED 


(cos 0—cos-T-)(eos0—cos m) (сов-т—— сов zr)(cos 于 一 cos0) 


+ 


(соз x 一 cos 0)( cos z—cos-+-) 


+(—2) =(2—3 /3)+3eosz+ 


(соз т —cos0)(cos т —cos-T-) 
+(-5 + УЖ)ооз?х. 


9$ Kipa ТО РАЕН A т 处 取 值 2 和 一 3。 
REAIS: 


T(oD=2-sinx . 
sin T 


$ 
из 


正如 在 一 般 多 项 式 的 情况 时 一 样 ,只 要 预先 作出 下 列 各 多 项 式 , 即 可 分 别 导 出 公 
起 (2 一 (23)， 
D 作出 ?次 多 项 式 Tw(z)， 使 它 满足 条 件 
10, іж 


sinz+9sin9x, 


Тб) = @,&=0,1,---,2л), 
ИРЕ 
D 作出 由 以 下 条 件 所 确定 的 来 人 多 项 式 ТСО) 
mTep= NN болью, 
n 当 i= 时 
D {ЕНШЕ АЕНА ЖЕЙ n KELIR Tala) 
Tapie ŠEN Gamis. 
1, 当 i=k 时 


“ 只 是 必须 注意 , 奇 多 项 式 当 r=0, r= HEAR. 
公式 (21) 一 (28) 可 以 写成 殉 简 括 的 形式 . № 


=sin 299... бп Tn, 
B(z) 一 sin 5 Sin 一 


D 应 该 注意 到 B(x) 不 是 以 2r 为 局 期 的 三 角 多 项 式 . 
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即 可 得 到 


Вам) = 3 КЕЕ 
这 样 就 可 将 (21) 改写 为 ; 


То. O 
2: B'Gz,2Əsi 


同样 , (22) 与 (23) 可 以 改写 如 下 : 
то) Ў С) ле —. D 


各 和 Ta, XC05 я сова) 


DG) 
тостар аў» m D'G(eosz— cos z,) ° 
其 中 
C(a:) = (cos 工 一 cos xo) (cos z— cos х„), 
D(a) = (соз х—с08 ху). (соз z—cos z,), 
914. 满足 条 件 
Тр =. (m=0,1,---,2n) 
的 7 次 多 项 式 了 (x) 有 下 列 形状 ; 
2 зы?" 
тор Ўн" 2 
ZHI х 
= sin($— АГ ) 
1 £ sinnt D(F- ат) 
я Ут * 
tI A, вает) 
#5. 满足 条 件 
T(ZZ)=ym m=0, bs) 
пу я AMSAR T (x) 有 下 列 形 状 : 
-TCDO=Jsinxsinz| -bw + E Iml — 


cos х— cos” 


i Ca) 
1) 如 果 xm=0 (R z), HA ym тоже o aenn (89 


C (созт +1) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 
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(рн 1 
ЕР! Фа) 
16. 满足 条 件 
тт) = (m=1,2,--,n) 
Ня К Т (x) 有 下 列 形状 : 


sin sin(n+ Dx 


тоны (29) 
= 


тт 
cos х—сов "Т 
п+1 


10. 有 限 差 与 阶乘 多 项 式 R т) Е РАВ, № Я РАНА. 
表达 式 
Afl(z)=f(z+h) а) 
Ор СР) Е 2 MEMAR (kat ВОЛЮ. ВЕЛО 
Af) = ДАУ) =[f(z 2) —f(z+h)]—[ f(z +h) — К) = 
== + 2h) 950+) fa) 

ЭМ САГУ ORKER ЕЖЕ. —Ж Ж, БЕЛСАТ ЗЕЛА FALE 
ААА ЖИ: 


Ann Лк) = АА, а), 
ERRETIRA, 不 难看 出 ， 它们 能 用 在 点 列 工 +ziji Ст 0, 1 2,…) 上 的 而 数 
值 很 简单 地 表 出 来 , 即 ， 
Ауа) ЎСА), (30) 


Жиган ЖӨН) ЗЕЛЕНИН ЭЛЕП. 
ILS, TEADA x+ nh E GIUR MC ET BELEE RA AAE SEA EENEN Ar: 
Katr = УСА, G), GD 

а 


ЖИМ Е ЧЕ А А 
Ао Дл) =). 
ЗК (Зі) AHJAA KREN, 但 我 们 他 顺从 关系 式 (30) 直 接 导出 它 , 这 就 相 
当 于 对 数量 f(a + mh) 解 出 这 些 关系 式 。 在 (30) 中 改换 指标 ; 


дла) YC DCA fz +B, 
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ЕЖА Ст Е m М OME n, ЖЖ 
È craf = Ў У)(-1У=*ССдде +) = 


É C p=iczchfa+h) 


名 аа == 
为 了 得 到 (31), 只 要 注意 
CC = САС}, 
所 以 
0, Асп, 
— 1) = — 1)" Cmk. 
È туена CZ D СЕН, ани: 


#1. 计算 逐 航 有 限 差 的 时 候 , НИ ВЕЕ 
z|f Ar Af Af AJ 
D| 6 2 -8 27 
Ae 8 — 19 -中 


728 2 18 -34 10 
ш 15 —21 68 —148 


(h=1) 
在 这 个 例子 中 ,所 x) BBB e Н ЗАЙ ВӘТ PANT DIAN: Ж}. x ГУЕ А ПХ 
中 了 是 指 气压 . 
92. +/(х)=1ов„х. 那么 有 限 差 的 表 为 : 


x| f Af № Af 


10| 00000 4139 —360 57 
11| 04139 3779 —303 46 
12| 07918 3476 -257 34 
13| 11394 3219 —223 30 
14| 14613 2996 —193- 23 
1.5| 17609 2803 —170 19 
18| 20412 9633 —11 17 
17| 23045 2482 —134 м 
1.8 25527 2348 —190 
1.9| 27875 2228 

20! 30103 
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HREM, RERA ARER, 是 微分 学 的 原始 形式 .在 历史 .上 ,微分 学 是 
发 源 于 有 限 差 理 论 的 。 有 限 差 和 同一 极 的 导数 之 间 的 联系 可 用 极限 过 程 来 体现 : 


lim af) р), 


> 
ТЕЖ, 注意 按照 有 限 增 量 定理 ， 
ABCE) ="), 
其 中 *<S<z+ 必 重复 运用 这 等 式 就 得 到 ; 
А, уба) = AA pf) =h[A а), ц 
А, (а) |А, РО) (ELELE), 


А РО) =h Anaf" E) ELELE +h), 
所 APOE nm) =hf En) СЕ СЕСЕ), 
ш Aff . (ж<®=%„<х+пһ). (33) 
再 以 如 除 等 式 (33), HELE А АРАТ. 
由 运算 子 A 的 分 配 性 质 


Aefa lE) +оо) ++ tenfa Са) ] Ала) Жад) ++ +Ес„А fn lE) 
与 显而易见 的 等 式 
Az"=(z+h)"—z"=mhami+ 
推 得 , 和 微分 法 一 样 在 作 有 | Жж, 多 项 式 的 藉 数 碱 少 一 由 此 可 昂 , n 次 多 项 式 


A, P(z)=nlh"c,. 
顶 好 要 注意 到 ， 当 计算 多 项 式 在 (成 一 算术 圾 数 的 ) 一 列 点 处 的 数值 时 , 利用 这 个 式 于 极为 方 
便 。 例 如 当 计 算 三 次 多 项 式 Р(х) =зх%—34+1х—5 在 x 二 0,1,2 等 处 的 值 的 表 时 ， 


«|Р АР AP МР 


0 | 5 5 0 6 
£ 0 5 6 6 
2 5 11 12 6 
3j 16 23 18 6 
4| 39 41 

5 80 


我 们 可 以 只 直接 算出 值 (0), P(1)，P(2)，P(3)， 然 后 利用 减法 构成 莽 APM, APO) 和 
D ов ООСО. 
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AsP(0), 同 时 在 表 中 AsP —7Ї ЫҢ Б] —ЖЖК, 然后 单 用 加 法 ,就 能 计算 出 РО), PORS. 
在 有 限 盖 的 至 渝中 , 所 关 阶 科 多 项 式 (或 者 简称 阶乘) 起 着 很 大 的 作用 ,这 多 项 式 
бараа вэ h RRE 


@o(z—a,h) =1, 
Ф020, баа) (аа h (2-an N) (34) 
(n=1,2,3, =). 
正如 同 
Г - ee" 
Е т 
一 样 , 我 们 得 到 
A9,..(z—a,h)=%,(z—a,h). (35) 
事实 上 ， 


АФ, б-а, = [G+h—a)(z—a)-- (z—a—n—1h)— 


МЕРЕ Акы: 
(n+ 1)д"+! 
—(«-а)(ж-а—В)--(х—-а—пһу]= 


== @-®-(к-а—я—1й)[(а+В—а@0—(ж—а—л%)]= 


= ap Е-®Ф@-а-Ю-(ж-а—п<=1) =0,(z—a,h). 


此 外 ,注意 等 式 
Ф„(0,һ)у=0 — (и=1,2,...). (86) 
上 面 所 指出 的 阶 条 多 项 式 的 性 质 ， 使 得 我 们 很 容易 地 将 任意 多 项 式 按 阶乘 多 项 
RRF. 任意 次 多 项 式 P(z) 可 以 表示 为 
P) =De ah) +сФу(х—а,Ву+сйз(х—а,В) ++ +с„Ф„(х—а,һ) (87) 
的 形状 , 这 是 由 于 : 阶乘 多 项 式 $,《z 一 a,h)(n=0,1,2,…) 的 z" 的 系数 不 等 于 零 .为 
了 确定 系数 с„(0<т<л), 由 公式 (35), 只 要 把 运算 子 A 在 恒等式 (37) 上 运用 n Ж. 
АР(жу=су®Фо(х—а,В) +сФу(х—а,В) ++ -+Ес„Ф„_(х—а,Вһ), 
AaP(z) = CaGo(Z 一 0 有 + +c,0,,(z—a, h), 


4„Р(х)= с„Фо(х—а,й), (38) 
然后 在 恒等式 (37) 与 (38) 中 合 z=a; 那 末 [ 借 助 (36)] 就 得 到 : 
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со=Р(а), сі =АР(а), с = АР(а), +, с„=А„Р(а). 
ТЕР СРЗ (37) 中 , MEHER n KLAR P(x) 按 阶乘 多 
и 
Plx) = Р(а)Фо(х—а,ћ) +AP(a)@y(z=—a,h) + 4 Р(а)Ф(х—а, h) ++ 


+A,P(a)@,(z—a, h), (89) 
ЗН, 
Р(х) = Р(а) А, + АзР(а) — sa № ++ 
— —a—h)--(z—a—-n—_ lh 
+А,Р(а) Ca) (a ое аса), (0) 
13. 把 多 项 式 Р(х) = +4827 展开 成 阶乘 多 项 式 Bn(x 十 3; 2). 
从 


P(-3)=16， P(-D=10， Р(1)=19 和 POW 
得 到 
AP(-3)=-6, AP(-3)=8, — АзР(-3)=48. 
因此 ,按照 公式 (39)， 
Р(х) =168(x +3,2) --@Фу(х+ 3,9) +80, (x +3,2) +4804 (43,2). 
94. Вл, 如 和 入 按 下 列 阶乘 多 项 式 展开 : 
Ф„‹х,1у= ED 


©: хї=Фү(+2Ф›, 
&=Ф(+6Ф,+6Ф» 
*=Ф( Е14Ф,+д6Ф;++24Ф,. 
例 5， 将 gu(x 一 加 J( 思 > 是 整数 ) 氨 阶乘 多 项 式 Dn Cx, 1) On=0,1,-,n) В. 


В 
答 ， Фа) С) С)", Фи. 
„= 


ВБИ, ЕНЕ ЕП | зд ДУСЯ ЗЕ: $ 
么 有 效 。 
изафи, 
АВЕО ЗАЙ — ВЕ, КЛИКИ ВИ. ЕВ, Н 
方程 式 
AF(z)=f(a), ау 
{РЕ л) 是 已 知 面 数 ,而 FCr) ARAA 8k, WCE z ЖЕ атй (т=0,1, 5) 
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中 取 值 ] 这 个 方程 的 一 般 解 是 和 数 
Е(2) =С+ а) +f(a+h) +f(a+2h) + + f(z—h) 

《C 是 任意 常数 )。 

实际 上 ， 

AFS Ех +В) Fa) =[С+ Ка) +f thA h) +) 
CCHa) +Ка+ь) ++ Аа ЮЛ а). 
由 此 推 得 , 若 已 知 方程 (41) 的 任 一 特 解 [ 表 为 F(z)], 那 么 等 式 
Ка) +Ка+№ + f(a+9h) + /(ж—В) = Еа) —Е(а) 

必 成 立 , 或 者 合 r=a+nh, CATRE 50 


У Ка+тћ) = Е(а+пһ)—Е(ау=Е(а)\2°”"*, (42) 


现在 注意 这 一 情况 , 若 f(z) 是 多 项 式 PO), 那么 很 容易 得 到 方程 (11) ВН, 
FHE PC) KR Dn (а, h) 展开 ,然后 将 阶乘 的 指标 加 .上 一， 亦 即 从 公式 (39)， 
我 们 得 到 

Е(х)=Р(а)Фу(х—а,һ) + АР(а)Фа(ж—а,В) +++ + À, P(a)@, абаа, h), 

于 是 形 如 


Ў Р(а+тћ) 
= 
КОШОВ ЗС САЛ) И ЖЕН Ж. 
916. 计算 和 数 
G s 3), я (4), Я 
S=) m, SG)= Уст 与 5 =ў m. 
k mA 5 
DUELE Ea Ere de] 


Inm- (2n—1), 


р-ни + 


SP =D: ОФ 6ФИ Е = 090 +8 тире + 


n(n—1)(n—2) G РЕ | 
бИ) 1 ин-ту, 
ЭФНО ОАФ" = ZOD нато м. 
n Д 


КЕТЬ 
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ж» 1 Ка Р Pw 
= 5 "09-0 @п—1) 8? 381). 


11. BAHNE. RORA Е С—С), РНН n + А zo, 

ль з, еу ж», ЖЕНЕ ОЬ У ЭТИҢ Ec РС) 取 相 同 值 的 次 多 项 式 P(z) 
Plam) = Em) — (m=0,1,2,...,n) (43) 

жрк Л BA z, ЕФЕ НЫНЕ ERR, REME PGD ERD 
及 计算 多 项 式 在 不 是 所 答 出 的 点 z AEI FRE, ЗИК ИНЖ С) 称 为 被 插 
补 的 画 数 : Мат 称 为 插 补 点 或 基点 。 当然 基点 这 个 名 亚 是 由 于 插 补 法 在 实数 域内 
的 几何 解 哎 而 来 : 因为 多 项 式 P) 在 点 zm 处 的 值 与 商 数 Са) 的 值 相等 , 而 在 其 余 
的 点 处 一 般 珊 来 则 不 等 ， 故 两 数 PCz) 5 т) 
的 图 形 在 横 坐 标 zw 处 有 共同 点 , 因此 自然 地 称 
zm 为 基点 《加 8 )。 顺 便 提 出 ,计算 Р(х) 在 一 "ту 
点 工 处 的 值 ， 面 + 位 于 庄 基 点 所 形成 的 区 间 的 
范围 之 外 时 , 有 时 称 为 外 推 法 , 而 把 (狭义 的 ) 插 
补 法 (或 内 插 补 法 ) 这 一 名 称 保留 答 工 位 于 姥 基 
点 之 并 的 情况 。 我 们 没有 必要 特别 坚持 这 一 区 из 
я. 

ARETA 与 运用 数学 表 的 实践 , 因而 在 这 方面 就 有 其 最 直接 的 应 用 。 
若 在 表 中 没有 所 答 出 的 变量 的 值 ， 则 为 了 计算 对 应 的 两 数值 必须 根据 下 一 前 提 而 引 
用 持 补 法 ， 即 在 用 翅 补 多 项 式 替代 两 数 时 ， 只 会 引起 充分 微小 的 驶 盖 。 通常 都 是 利 
用 在 表 上 与 变量 最 接近 的 两 个 值 〈 左 边 的 和 右边 的 ) 作为 基点 ， 而 采用 线性 插 补 法 
(п=1), Жи, ЛЕСА ЖЕНИ, 以致 而 数 图 形 在 表 上 两 相 邻 点 并 的 一 部 分 可 
以 近似 地 算 作 是 直线 时 才 可 以 这 样 做 。 

在 另 一 些 情况 下 〈 当 图 形 的 这 一 部 分 可 以 近似 地 算 作 是 抛物 矿 的 时 候 )， 可 以 运 
用 平方 播 补 法 和 一 2， 而 在 变量 已 知 值 的 左边 取 两 点 右边 取 一 点 作为 基点 , 或 者 在 右 
边 取 两 点 、 左边 取 一 点 作为 基点 。 有 时 二 坎 插 补 法 也 不 能 答 出 合 人 满意 的 精确 灶 及 。 

需要 指出 ,两 数 括 补 法 的 间 题 用 第 8 节 所 得 到 的 公式 已 完全 解决 了 。 事 实 上 ,我 
们 已 元 会 作 一 个 多 项 式 , 使 它 在 已 知 点 zm 处 取 已 知 值 yw 不 过 点 的 个 数 必须 竺 于 多 
项 式 未 定 和 对 数 的 个 数 。 为 了 得 到 满足 条 件 (43) 的 多 项 式 , 现在 我 们 只 需 股 已 知 值 yn 
恰好 正 症 被 插 补 的 丙 数 fCz) 在 zw ЖЕЙ Са). КЬ, БИК f(z) 以 及 对 
Дано, а 


РЕС 


应 


50 _ B 8 É 3 5 8 E 3 & 


Dy Со) GC tm) Со) (z —z,) 
š титана 0 
` POu= рэка A AD а-ә. аә 
AG, m6 


车 已 知 被 插 补 的 西数 УС) 是 周期 两 数 (周期 为 27)， 那么 自然 要 采用 三 
。 插 补 多 项 式 T) 的 对 应 公式 可 以 从 第 9 WARA), {23) 和 (23) 求 得 ,而 只 
а. тт) 来 代替 数值 yw; 这些 公式 没有 必要 再 重 写 了 。 
再 回 到 通常 的 拉 格 船 敌 插 补 法 , 我 们 来 研究 最 重要 的 等 距离 基点 的 情况 , ЖЕЛИ Ж 
时 常常 过 到 这 情况 ;就 是 取 
am=at+mh (%0; т=0,1, ---;п). 
于 是 条 件 (43) 成 为 
Р(а+тћ) =Ка+тй) (т=0, 1 --- п); (46) 
ТЕЛШ A 05 BR МГГА. Жез ЗОНЕ Eka AA EAE, 反之 , 商 数 在 起 始点 的 有 限 
НИЕ, Br plak ЛУ ЖЕ В F W 05 ЕЗЕТ, 
А„Р(а) =А„Ка) (m=0,1,--,n)., (47) 
另 一 方面 , WY te të СИГЕ Е ЕЖ УК (40) 我 们 已 前 得 到 过 ; 由 此 根据 
(47) 求 得 未 知 多 项 式 P) > 
Р(х) = 


+A, Ga) Ce калЮ®-(а-а=и=їй) . (48) 


жа В ни Э © ч SOO EA анд ито, 
合 相关 联 。 

公式 (9 和 (3) 彼此 很 不 相像 然而 刚才 解决 的 测 题 是 一 般 插 补 问题 的 一 种 特 
克 情 况 ,而 我 们 已 站 到 在 最 一 般 的 情况 下 ,这 问题 只 有 一 个 解 ， 由 此 不 儿 直 接 腹 证 全 
TAT, ARAD (其 中 ата тйут=0,1, оп) AIAS AINETE, DAE 
集 项 的 方法 上 不 同 而 已 。 拉 格 朋 各 多 项 式 是 按 前 面 (第 8 БОВЕ Р.С) 的 多 项 式 用 
开 的 ,其 条 获 是 击 数 在 各 个 点 处 的 值 ;而 牛 阁 多 项 式 是 按 阶 乘 Baz 一 6; 及 展开 的 ,其 
ЯЕ ДОЬРТ ВЫЕ, 实际. 上， 对 于 等 距离 基点 ， 应 用 后 虎 公式 方便 得 多 ， 
特别 是 因为 假若 要 可 改善 近似 程度 ,不 变 厌 玉 的 基 皮 而 境 加 一 个 新 基点, 使 多 项 式 的 


D ПАННО а 


2) J. Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica (1687), % 3, ФЕВ 5, $i ЛЧ. 
УЯ Methodus differentialis (1711). WKE, AR(48) ERT HME (1670085. 
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次 数 和 基点 的 个 数 各 增加 一 , 那么, 从 (48) 可 昂 ,在 牛顿 多 项 式 中 只 需要 计算 -- 项 , 而 
ЖЕЛЕП Аз (14) 中 就 需要 重新 再 寻 算 。 
901. EENAA. 
п=1 和 а<х<а+њ 
Ро) = Уа) Ауа) е, 
由 此 推 得 [忽略 误差 不 计 , 即 记 为 f(x) 二 P(x)]: 


К) —Г@) _ zx—a 
Flat+W-fla) h` 


这 公式 表示 通常 的 “比例 部 分 "的 规则 ,一 切 要 用 考 的 人 都 几乎 自动 地 洲 循 这 -- 规 则 。 


就 得 到 


(49) 


аи), ^^ 
PANDHA EZE +A (a) (ze) aM, 
TARE HEER” 
ЗАГЛ) Даю] -Га+ь Хау) а. 
很 加 在 线性 反衬 的 针 果 b. Ааа 可 以 有 两 个 选取 的 方法 ;潜在 麦 中 有 > 的 已 知人 
b q rs" 

I RU х ШЇ q 与 了 之 于 ,那么 可 以 全 ， 

1) а=4 a+h=r, a+2h=s 
xE 2) a=p, a+h=q, a+2h=r; 
当 x> н, WAAD є «СО, океане, или 
Ж, ARERR SE, рз ете SEBE HIER ЗВЕНО ЗА, 

PŠ. 利用 从 到 100 ВЖЕ AREAK ЭЛ, 


Ash Тол, 

х | wr A 

12 | отв 3476 

13 | 11394 3219 

14 | 14613 
Мои, 

1.07918+0.08476- 97 -110351. 
二 次 修正 项 为 : 


一 去.000257C0.7D)( 一 03) =0.00027. 
вунуд, 2.10878, 


52 B # #ü +P 5 E W s= m 


#4. 381930 年 的 “航海 历 "胡来 计算 1 H 13 H 1 45 О) Яя БАНГ, 
1930 年 1 月 13 RAR 


对 算 直 升 ， 
вм s hm s 

Жаўу=5 38 4194 ка) =5 38 41.94 
Afay= 2 47.59 


№) = 0.38 
=». 
er » e: v» 
f(a)=26 58 498 Ka) =26 58 498 
АКа)= 3 33.9 Ака) 2—2. = 2 404 
Afas -123 Ауа) с-а - 11 


27 1 313 
СЕРР НКЕ Р ЙМ ИРЕН ВЕТ. 
ИБ 对 算 拉 普 拉 斯 积分 
өсд he ах 
当 *=1.237 КИШ. RPA ЖЕРЕН @(z) 的 值 如 下 ， 
А ° № 


1.20 0.9108 21 

1.21 0.9130 әб 

1.22 0.9155 96 . 
123 0.9181 94 

194 09205 од 

125 0.9229 93 

1.26 0.9252 


1) Э. Янко и Ф. Dune, Таблицы функций с формулами и кривыми, М.--Л., Гостехиздат, 1948. 
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因为 有 限 差 Ag ЗЕ, ШЛАН ЕРНАР Г. НАННЕ. 
Ф(1.931):==0.9198. 


例 6。 计算 正弦 积分 


当 х==2.115 时 的 什 ， 表 上 输出 了 ， 


2.0 | 16054 
21 | 16487 жк -ua 
22 | 16876 о T8 
23 | 17999 


用 线性 播 补 法 得 出 

Si2.175 一 1.6779. 
用 平方 捅 补 法 (BL 2.1,2.2 和 2.3 为 基点 ) 得 出 ; 

Si 2.175=1.6783. 


Я 1 (sin z 
500 жЕтЕ 
当 х=102 ИШ. АЖЕН 


xz |s As As As 


9.5 | 0,6286 
100 | 0.6084 28 -% ү 
105 | 0.5682 Св —180 
шо | 0548 一 
210.01 10.5 ЖИЛ, 
50.2) =0.5903. 
以 9.5, 10.0 和 105 为 基点 的 平方 揪 补 输出 。 
5 (10.2) =0.5933. 


最 后 , 用 有 四 个 基点 的 三 次 多 项 式 插 补 时 ,得 到 
5(10.2) =0.5926. 


12. 差分 比 的 播 补 公式 ”如 我 们 所 已 论 庄 的, 在 等 距离 基点 的 情况 下 , PRA 


54 Bi # 28 4 5 E W m R 


比 拉 格 朗 署 公式 优越 得 多 , 这 就 是 说 : 它 是 这 样 建立 起 来 的 ， 以致 添 加 一 个 新 的 基点 
时 只 需 计 算 一 项 。 这 样 就 发 生 一 个 问题 : 能 不 能 将 拉 格 朗 团 公式 改造 成 这 样 , 使 得 在 
任意 基点 的 一 般 情 况 下 , 上述 性 质 依 然 存在 呢 ? 我 们 将 看 到 这 是 可 能 的 : 为 此 ， 只 要 
ЖЕФ POE 


Р(х) =соАо(х) +AT) св Аз(х) ++ +с„А„(х), (50) 
其 中 
4o(z) 三 1， A,(Gz)=(z—zo(z—zO (к-т) (m=1,32,.-,n). 


对 于 任何 次 多 项 式 P(r)， 这 种 表示 法 是 可 以 实现 的 , 而 且 ， 只 有 一 种 这 样 的 
方法 , 这 一 点 不 需要 证 明 ;我 们 只 需要 找 出 计算 系数 cm 的 方便 的 方法 。 
ЕЖИК. ОБЕ. 
Ul хо) =f(azo), 
ol fy xo, хуу = LLD f 20) , 


21—20 


оС ль лз) —©С/ хо, 21) (51) 


Фу хо, £1, za) = 
СР хо, ха, za) “x= 


Ol fs zy ть, Ep) ~O, f3 Los льо) 
Ofizoyt я) ола) ето EEn 
x 


ЖОЕ олау, O FRA m(m=0,1,--) Е, MIRE ДАР ЛЕИЗЕРЫТ 
限 差 一 样 简单 。 运 算法 可 方便 地 安排 成 下 表 | 


zo | olfizo) | 
а оао AD рур „лл 

ФС хь za) (фо, ал, хо, za) 
аз | (фл) ФС zu Ta, та) 

(В 12, 13) 


лв | обла) 


显然 ， 差 分 比 Ulfs Zos ул) (m=0,1,--.,n) ВЕНЕ f (z) 在 点 с, (= 
0,1, …7z) 处 的 值 线性 地 表达 出 来 , 反 过 来 也 是 如 此 。 
由 此 得 到 г 
(аА to fst ека су Tm) = 
22 fis Los +, Cm) HOR fas же, Em) ++ + ep уул, ++, хи). (52) 
МЕ НААП 具有 涛 推 的 性 质 , НГО НЕЕ, 


зло z хы) =| 


ара" сар 
Жада) … Ка) 

ЗН ЗЕЕ. 

从 公式 (53) 可 很 清楚 地 看 到 ，w( 万 zu，zb …，zm) ELE тел, ул, (АРИЙ 
数 , 即 把 这 些 女 字 作 任意 鞭 换 时 画 数 不 朗 。 同 时 这 公式 又 指出 
š 0, аст 时 ， 
1, 当 k=m 时; 
тг, ЛОЖА Тт RER, ШЇ oC зало ор, 

网 到 展开 式 (50) 。 若 注意 到 


Ozh Lo, ху, 50} 


0, 24 kxem 时 ， 


(Аруу б, и) =Í, 4 k=m 时; 


系数 ck 立刻 就 被 确定 了 . 
事实 上 , 若 k<m, 那 么 竺 式 (54) 可 从 刚才 所 作 的 股 明 推 得 ;车 =m, 那么 Ams 
Zo Tl Em) = O(A; zo Z Tm) = Lg INE, FF k >m, ДЈОСА аз хо, z … Em) ЖР, 


因为 这 式 子 能 够 用 A, (zo), А, Ст), iy Ah(zm) 粮 性 地 表示 出 来 ,而 这 些 数量 都 竺 于 
%. 


借助 公式 (52) #1 (54) , A (50) 得 到 ， 


(54) 


Руль sz) = cho A Zo zo ун) =Cm @m=0,1,--,n), 
г 


而 将 值 cm 代 太 恒等式 (57) 就 得 出 
Роа) = } (Ру хо, zb…yzm)4nCz。 (55) 
т 
又 因为 播 补 间 题 的 条 件 


Plam) =F En) — (m=0,1,-.,n) 
与 条 件 


Ф(Ру хо, ла, Lm) =0( хо, zu +, Lm) (m=0,1,-.., n) 


等 价 ,所 以 我 们 得 到 一 个 依 顿 于 差分 比 的 宪 补 公式 


P= Уолл л) А„(л), (56) 
=, 
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或 者 写 开 来 就 是 
Рег) =U fs zo) +0 fs £o, zi) (z —zo) + Oo fy хо, ху, za) (в хо) (z —zi) +++ + 
+05 хо, z z )(z —zo) (тли) (EE) (57) 
我 们 预先 知道 ,等 式 (14) 和 (57) 的 右 端 是 恒 等 的 ,于 是 在 我 们 面前 的 就 是 按照 总 
分 比 集 项 的 拉 格 朗 轩 插 补 多 项 式 。 特别 注意 ， 在 等 距离 基点 zm 二 4+ 的 情况 下 ， 
差分 比 与 各 级 有 限 差 很 简单 地 关联 如 下 : 


оСЉаза+Ь, sat mh) =R, (58) 
这 时 公式 (57) 次 成 了 牛 最 公式 (48)D。 . 
Е. ИЯ РАО ERLAR Br" А„(а)(т= 0,1,9, DRI ЕН 9 
一 种 也 很 方便 的 方法 ,这 就 是 进行 到 次 相 除法 , 将 РСЦ ж — хо 得 到 的 高 再 除 以 x 一 zi 以 后 
又 除 以 x 一 9; 如 此 炉 镇 下 去 ， 从 公式 (50) 中 可 见 ,余数 оь cu cs 等 等 让 一 个 接 一 个 得 出 来 了 。 
例 1。 模 据 差分 比 公式 展开 多 项 式 Р(х) = —318-- 010, B+ 
хо=1, xi=8, X=—2, Xs=0, x=-—1, 


PEER HAISE, 
1 | -u 
3 | -1 5 4 1 
-2 A a ШАШ: 
o | -0 7 1 
—1 一 5 7 
ЕА 


24—848+ X2—10=—11+5(z—1) +4(x—1)(zx—8)—(zx—1)(z—3) z +9)+ 
+(®—1)(х—8)(х+2)х. 
用 逐次 根除 法 也 能 得 到 同一 桔 果 (不 所 x УЖК, АЗ ЖЮ, 


1) ИЉА ВИННУ Principia mathematica, 483, RATAS, 第 二 情况 )。 可 四 也 有 过 这 一 
公式 (А. Cauchy, Oeuvres (1)5, 和 109 页 ) 为 瘟 分 比 引进 元 号 当归 功 于 安信 (1826) 。 


жж 点 É + 尘 s 


A2 根据 数据 


И35=5, и36=6 /=7 
近似 计算 /41 .关于 画 数 成 娄 一 以 太 与 对 应 基点 хо 25, zu=56, x 二 49， 作 二 次 插 补 多 项 式 
Р(х). BIHIS: 


| 


25 | 5 1 

: 五 1 РЕБ sue 27 
жет -mie PCD=5+ 震 (xz 一 25) 一 usis 25)(x 一 86) . 
ә! т B 


代入 х=41, 就 得 到 根 式 的 近似 值 


vī= 5AE Эк 640. 


СВЕ ал+ 6.403). 

上 面 的 令 述 假定 了 数 хо, zu za …, zm 不 相等 ; 在 相反 的 情况 下 ,0( fy жо, r +, 
zm) 的 表达 式 (53) 失 挤 了 直接 的 意义 。 

然而 , 很 容易 明白 当 变 元 zi 中 有 其 些 相等 时 , КЕЙЖ ЗЕК, o( fi ожили) 以 
怎 举 的 值 ; 只 要 在 公式 (51) НЕРОНА ЗЕЕ, HRE уг) 具有 对 应 的 
导数 即 可 。 

例如 , ВЕ za 等 于 хо, 而 其 他 的 z, 异 于 то, Н.Ж БИЖ, А Фардо, # 
fi h EFE, 于 是 我 们 就 得 到 在 公式 (51) 中 第 二 行为 

©С5 хо, zo) = f'(zo) 


《其余 的 保留 不 变 ) 。 
公式 (53) 成 为 

| 11 0 “1 

lz 1 Em 

wfy Zo, ху, с, Em) =| |: 12 ей == 


ag пата | ат"! 

Kad Ра Rao ap . 

在 这 种 情况 下 ， 在 公式 (56; 中 的 播 补 多 项 式 РОЗЫ fO) HE ль ль y n BË 
ШИШ, 撑 包含 导数 CO 在 zo 处 的 值 。 
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用 同样 的 方法 可 以 确定 ,车 ту=лу=-- елор т), В Z 
WC fi Zo, ло z) = 
(fi zo; = о) 
这 时 在 公式 (56) Н Н S E), Р Са) Sf PORE z= = 处 的 值 ， 
Ж, рел, МУК. 
15. 有 重 基点 的 播 补 法 。 厄 米 特 公式 ЗИМА ОЖНО НЕНИЯ 
РАНГ: 
IDRE KAROR TE s РЕМ фа, ОБН, 
人 


@=0,1,-,а,—1), | 
nC) = ую 59 
Ру) = уу еа ыр, (59) 
фили 
арфа + Фа, =п+1. 
车 能 作出 4 次 多 项 式 
G=1,2, 9) 
人 
使 满足 条 件 
Ц (25) =0 (теӊ — h=0,1,.. a, —1) (во) 
FH. 
0, лад Ç 
о-у музы @=0,1,.--,о,—1), (61) 


W ТЕ НН СЕЕ МЕДЕН ОУ FET USE T. ЯР В, АННЫ F- -A 
FR: 


Р(х) = P y G) Уа) + Hy Lpa (001. (вз) 


如 何 作 多 项 式 Liar)? 
H (60), 它 在 点 z 处 必须 有 а, ВЕЧЕ, 在 хо 处 必须 有 аз Е, ЧЕ, 最 后 , 在 
т, 处 有 в, ЕЖЕ, ЧН (61), HE x; EZAR k REA. A La Ge) 必定 有 下 列 形 


1) Ch. Hermite [1]. 
D оокат н, 
19%) = Јо). 
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AR: 


Lat) баа) баа) ц) a) aea) ala), (63) 


其 中 lien Са на АЊА +0) =о,—Ё—1ЖЖҖҖ. + 


aw а-а, 
我 们 可 以 把 L(+) 改写 成 这 种 形式 : 


а gi S рабо). 
ТЕ һб, ЕАН, и ЕЕ, 多 项 式 СОЕ z, ИШЕНЕ: 
展开 式 有 下 列 形状 : 


абд = ERD (65) 
PERM AR (64818 53 |, (O FAIRER: 
па р E+ o (66) 


агане ED qe A z, 附近 是 正则 的 ,因此 可 展 为 z 一 z MAREK 
一 方面 ,而 数 1A(z) 必定 是 0, 一 一 1 其 多 项 式 ,这 多 项 式 不 能 是 别 的 ， 恰 好 就 是 本 娄 


1 (т-ту). 


И Ао 在 点 z, 附近 的 秦 乐 航 数 展 开 式 中 丈 数 不 超过 0 一 k 一 1 的 各 项 的 和 ,我 
们 把 这 简 杞 如下， 


_ 1 |G—zps ата» 
бә = < т, = 

反 过 来 , 这 翌 选 取 的 多 项 式 上 ix(z) 当 然 保证 了 Dik(z) 有 形 如 公式 (65) 的 展开 式 ， 
因此 条 件 (60) 一 (61) 戌 次 。 


这 伴 我 们 得 到 了 ， 
= 40) (z—zp f (раде | "k= 
Шаба) Ч, * 
因此 一 艇 公式 (62) 成 为 ; ` 
AG) [y блә , aot (бед) его 
Р) = Б w m ауа {9 les 


+ a | 0 ] 


Са T Аф) fwd e 
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或 者 


р Асо) W и, rr f(a 
ro- pie Et E Ea Jep |. So 
VP BHEE AR /\ г) 在 相应 点 处 的 对 应 导数 值 ,那么 就 得 到 KAEA 
式 的 最 一 般 形 式 ， 
Г Аш) py (a-a) баари š 
Po- ГА ууч ra 1 AG) je 1. on 
важ № A а, KORTO SOERA, 


1) Н о, MEFE, MEAD, 302, BARUA k Ч 
Ft, 我 们 就 得 到 ， 


其 中 
A(z)=(z— ху)(ж—х:)++(х—х), 


MARCHE Г, RAAR 


Рх) = АУ = 


2) ШГ а ЖБ z=a, ЖА, Аба) = (a — а)“, 而 替代 (69), 我 们 得 到 
ТЩ Са) 在 点 “附近 的 秦 乐 展开 式 的 部 分 和 


Pa лю =", 
= 
D шна PEA MER 
Ра) =f (ть) 
РС) =f a) 


所 确定 的 播 补 问 题 的 儿 何 意义 就 在 于 ; BEREE ВАНИЕ у= / (л) 
И бек, 12 


(k=1,2,..,. s) 


ат) = (а-л) (ж—аз)--(ж—д, 


ЕП 


Аса), EE 


又 内 为 
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ала 1 _ 1 e") C 


а a a атау OTO 


Жеш ор. 
Haf а) map TOt 
放 公 式 (69) 成 为 ， 


Piz)= > оо P [ Ла - 0а зд) нао с-а) |0) 


а) a(x) 
йл. ТЯ 
Р(0)=1, Р()=-1, Р@)=0, 
P'(0)=0, P'(1)=0, 
P”(0)=2 
作 一 五 次 多 项 式 P(x)， 这 时 希 合 
A(z)=xt(x—1)2(x—2). 


由 于 
т еб, Ма. 
AG Сз уне >=) Bt 
D+ 
ee 
А RUD š 

我 们 立 别 可 以 写 出 ， 

ро) а ау) 


вер сарая ПР SB a Bas, 
#2. Ф#/(х)=зїпл, ВЫ РУ 

O=% AFL 

лю=ь /'(®)=0 


ЖИБЕРИ (т) =. 


这 时 袜 于 应 用 公式 (70)， 信 


а) =x(x- Fh 
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Эх ү, 4х2 4: 
Р0)=х(1—2) +27(8—2). 


由 此 便 得 : 


《 商 正 的 值 为 0707…) . 
例 3。 作 一 五 次 多 项 式 满足 下 列 条 件 : 
Р(-1)=-1, PO)=0, PA=, 
P'(—D)=P'(0)=P'(—1)=0. 


ж. Ро) =1 96-8. 


94. ХОНОВ АЗ Т„(х) =сов marc сов x РРЖ, 写 出 公式 (70) 。 
# 


CORO 


TET eos n are cos лу 
cos CDT (m=1,2,---, 1), 
我 们 得 到 。 
m= АО Ч -72r 
而 公式 (70) 成 为 


Рид 9. Ўн) акн) тая Cx—xm)]. OD 
= 


И o, PK 
УЕ ВЕНУ, 

14. ВЕНА мне “现在 我 们 来 研究 更-- 般 的 问题 ,与 
其 构 它 是 在 原来 意义 下 的 推广 , PPE CEIM RRE RRA. 

若 对 任 一 (确定 类 中 的 ) 丽 数 /Cz) ЧЕ 与 它 相对 应 ,常常 称 这 数 为 汉 丽 数 ， 
рте US). BERKATA: 


UP =f), u= [сарса 


UPA BY, UPS Pade 
4$. ЗЕНА 
1) U(f+g)=UU) +U, 2) UƏ(Cf)=CU(/) (12) 
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(其 中 С 是 任意 常数 ), 那么 称 它 为 线性 的 。 
上 面 所 举 的 泛 画 数 例子 中 , 前 三 个 是 线性 的 ， 最 后 一 个 是 非 线 性 的 。 有 限 差 、 差 
P e E 似 z) 在 已 知 点 处 的 导数 的 值 都 是 线性 泛 画 数 . 
ZH 
V(f)=U,(f)+la U (f) ++ +k, U, (f) 
жойкын UO оп=1,2,- DEEG. 
ЕО (УГ) СГ} ЗЕЯ 


= Ў. US) @m=1,2,-.m) 
= 
相关 联 ,其 中 行列 式 


harhan 
HTA, ИМЕЮ (УС IR Un O) 是 等 价 的 ， 若 泛 画 数 系 {Vm(/)) 与 系 
(ОСГ, ДПО, СР УЖУРУН. 
规定 这 些 术语 后 , 我们 来 研究 下 一 问题 : ЖН n +1 РНЕ О (ОСГ) тс 
бл, дж EREM К РО) 0, B NEES О aE 
тик олш, 
Un(P)=UnCP) (т=0,1,---,п). (18) 
股 末 知 多 项 式 P(x) 为 
P( fix) = со + сул + сз? + + сх”. 
НИР Un ВЕНЕВ, 条 件 (73) 成 为 
coUm(1) +102) Нез (а?) ++ H Cn Um E") = Un f) 
(т=0,1, ---,п). 
HIIR 
001) (а … Uola”): 
y UO UD бш 


(14) 


[U U,G---U, Cz") 
ЗР, РИБЕ n + 1 个 未 知 数 的 n+1 个 线性 方程 的 系 有 -组 且 只 有 -组 解 ， 
在 这 种 情况 下 , 未 知 多 项 式 РОЛ 2) ET FARA 
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° 1 z с a | Ud) бе Оба 


| 

i „у 

BA UU) UG) Чт UO бш) --- 6а") 
Phr) = 1С) VA) U) Па"): . 


《75) 


[Un P) Un) О, Са) Чит) 


车 将 分 子 中 的 行列 式 依 第 - - 列 展开 ， 则 可 断定 多 项 式 PU х) РИ „СГ 
与 次 多 项 式 的 乘积 的 和 ,每 一 个 这 样 的 多 项 式 一 般 股 来 不 仅 与 指标 有关, 而且 也 
зил. 

ЛЕВИНА ЯР, 

0х0  (m=0,1, n), ` (76) 
enii, EBA fE F, БАПИЕВ К УС) R т СЯ 
нд (m= 0n 1s 1rd AB a KERER PCD 可 以 表示 成 为 和 区 


Un) О, Са) (к) 


P) = У VCP)Pn(z)， an 


пш, 
D иши VOR ПОЛ, идарэ 
умо Ў (m=0,1, ул), 
= 
Рио В Кино, B Sa н. 
注意 , 若 УС (m=0,1,…,n) 是 与 系 Un) 等 价 的 一 泛 画 数 系 , 那么 由 多 项 
式 P(z) 所 满足 的 条 件 (73), 可 推 得 


У.Р) = УР)  (m=0,1, n), (18) 
反 过 来 也 是 如 此 . 
由 是 应 得 , 藻 证 明了 上 面 的 假设 , 那么 多 项 式 РОБ z) 可 以 写成 
РС} = Уи, (тә) 


зера 
我 们 首先 来 导出 使 展开 式 (77) 成 立 的 必要 与 充分 条 件 。 今 “Pr) =Г, (а) (0 
<»), 于 是 得 到 


Lata) Ў УЧ (л), 
= 
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ХА Г.С НЕ ЭЕ, 所 以 由 此 必定 得 到 : 
jalo ЧАН 
Ой, адет 
反 过 来 , 2 ФЬСВО) зу, 8 НЭР СГТУ РЫ n KARA Р(х) 成 立 . 实 
际 上 , 多 项 式 PCz) 可 以 用 多 项 式 Pux(Cz) 线 性 地 表达 出 来 ， 


КАА ебли (80) 


Рад =} сот)» 


ГЕЈ 
而 应 用 省 西数 Va 六 到 这 等 式 两 端 , 由 (80) 就 得 
cas: Va(P)。 
Eli СРУ 与 多 项 式 L(x) 之 并 的 关系 式 (80) 称 为 正 交 条 件 。 
琵 下 来 的 是 村 指出 ,如 何 作出 泛 夯 数 Vp A) Re £ URL, CG), 使 正 交 条 件 得 以 满 
m. š 
因为 任何 丈夫 zh<n) 都 可以 用 多 项 式 Ln(.r) 炎 性 地 表达 ， 而 且 最 高 次 多 项 式 
LC) 的 系数 是 1, ВЕЙ ИНЕК Vm S) Нда Е 
0, H hm bhh, 
уе, Щиты, ea 
HERRA ERE m (#=0, 1，…, m) 的 方程 : 
34 h=0,1,--.,m—18, 
ГЕ] l, щит. 
此 函数 系 的 行列 式 Un PHR, 因此 系数 hms БЕН Vu A) 可 唯一 地 被 确 
定 。 即 是 ， 
а) а) ба) 
сд UG Оа) 
YV, (DD =l... ТРЕЕ 
asss s| Зао ое ома 
W UP ОР) | Сат) Ua Оа) 
至 于 周到 多 项 式 L.C), 则 它们 应 该 满足 条 件 
0, Щи 
Ур, пр 


а) VA) Un) 


| [UG Ui(z) ие) 


(82) 


4-0, 1, yn), 


б 
1.0 = Xy Gal), 


т 
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ЖЫТТАНА Z 7010,1, ---, т) 的 方程 


п 0, 当 m<k 时 ， 
исор т=н, 


又 因为 这 个 系 的 行列 式 [ 由 于 (81)] 等 于 1, 所 以 系数 ?xy 连同 多 项 式 Ps(z) 可 唯一 地 
。 被 人 确定 。 即 是 : 


(k=0,1,.%,n), (88) 


FS RUB RE 
Ү,04)=0, H m>b 
而 此 式 可 直接 从 (83) 与 (81) 推 得 。 
菩 想 应 用 上 壕 理 榆 到 这 样 的 特殊 情况 , ИЕ ИНК Un) 正 是 已 知 点 (彼此 不 同 》 
处 的 画 数 值 
ОР Ка) (m=0,1,.,n), 
那么 可 断定 行列 式 Um ТЕЗЕ НАЗЕ), ПРЕ: АВЕ АЗ 
《53) 的 右 端 , 于 是 
ҮР) = (Дл, m =, Em) o 
至 于 LiCz), 也 可 按照 (83) 推 得 : 
1 wlzyzoO) oir) ежу то) 
0 1 oleh o ду) (зулола) 
Wl ESTENT da etd Дедин, yy (2) 
о о 1 (А толь ть) 
il £ ow zt д^ 
KREE p ЕСА, АЖО ТУБИ КТА ОКВ ЕВИ х= то, т, +, 
xx-! ВЯ. 
这 样 就 得 出 差分 比 的 播 补 公式 。 
15. 拉 格 肯 缠 播 补 公式 中 的 误差 估 针 。 哥 西 形 的 条 项 HAREK A E M 
数 ,并 且 用 来 计算 画 数 的 值 .但 这 一 表 乱 只 是 近似 的 而 已 .事实 上 ,按照 拉 格 遍及 公式 
(14) 播 补 时 ,我 们 是 把 已 知 画 数 f (z) 换 作 了 一 个 次 插 补 多 项 式 Р(х), 此 多 项 式 
与 已 知 画 数 在 я +1 点 处 相等 。 当 然 , Bi f (z) K pk n KLAR, 则 P (z) 恒 等 
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Ff), 但 在 一 般 情 况 下 , 在 非 基点 的 点 к, ЯВ Ser) Per) 异 于 零 而 成 为 计算 
юж. 这 个 差 数 称 为 播 补 法 的 余 项 ; 我 们 将 用 字母 尺 来 表示 它 ; 

Ка) - PCz) 一 RCz)。 
在 上 述 各 例 中 , 插 和 补 的 认 凑 在 一 些 例子 中 较 大 , 在 另外 一 些 例子 中 较 小 ,而 它 完 费 怎 
样 的 , 这 个 问题 仍旧 悬而未决 . 

任 一 近似 数字 计算 只 是 在 知道 可 能 裔 差 的 界限 时 才 有 实际 价值 。 因 而 我 们 当前 
ЕЛИ, эрини. АН анаан ЕКПЕ ЖОК 
BURUIA, SAR, 所 得 到 的 襄 差 范 园 越 小 , 误差 的 估计 就 越 好 . 

内 此 , 我 们 需要 找到 这 样 的 数 N, EE 38826 R(T) 的 稳 对 值 不 超过 N. 

IR | <N. 


житин Ет, 
`+ F(a) =F(b) =0(a b), 则 存在 有 点 Elac Е) 使 得 F€) =0", 
以 及 洛 尔 定理 的 推广 ， i i 
ЧҮ FG) =0би=0,1, л) ДН оаа, MEREN A Са СЕС) 
使 得 ЕКОО (Еу =0"1), 
E= ИЖ, MIRRE БОШ. ЯЕ И НЛ Ж A 
пт, 的 常数 ,引进 变数 X. + 


K= 89), (84) 


其 中 尺 (z) 是 余 项 , 而 A(z) 和 以 前 一 样 由 下 一 公式 人 确定 : 
AX) = (Х — 10) (X— z): (X~ tn). 
考察 新 的 两 数 : 

F(X)=R(X) — KA(X) = f(X) - Р(Х) - KACX). (85) 
ШЖ FOX) ХЕ ВЈ n +3 MAAE: 1) 在 基点 zm 处 , 因为 R(z,) =0 Н. AG) =0 
(m=0,1,--.,n);9) ЕТНО X z 处 , 这 是 由 于 公式 (84) 。 这 样 ， 

Flan) =0 (m=0,1,---,n), Ех) =0. 
用 “和 有 分 别 表示 数 

ть "от, 与 x 


1) 在 洛 尔 定理 中 假定 了 画 数 PCD ERM ак 的 一 切 点 处 有 导数 已 (z)》; 在 其 推广 定理 中 , ЩН ЛУНИН 
З п К Рю). 
在 两 种 情况 下 点 二 都 不 必 为 惟一 的 - 
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中 的 最 小 数 和 最 大 数 ， 六 此 由 洛 尔 定理 的 推广 推 得 FOO OOE a< X< Ж 
AEIR. 对 公式 (85) 求 微分 得 出 ， 
For (X) = fessD(X) — Pez+D(X) КАС О Ху: fetu(X)— (G + 11 K, 
等 式 Fen+p(5) =0 可 以 写 为 
eso) = @+ Di K=0, 


由 此 把 K 换 作 其 值 (84), 便 得 : 
конору. AG) 
О рт (86) 
сно». 
НАНАВА AER АВЕ 

гаса), АСО, өт, 
RHES 

М (а, 8) = шах! "+2 (2) |, 

кн 

ажа J n +2 个 数 


җы (m=U0U,1,---, n) 与 х 
中 的 最 小 数 和 最 大 数 。 
根据 关于 差分 比 ( 廊 zu ал, сол) ПЕ RECN 2A ВВА, 可 以 略为 改变 本 本 
ЛЕРА, bhi ы сы. FI 
(2) =өСђ т, хо, ла, а) АС). (88) 
зки 
Ра) = feo) + G — aa)0( руль zo), 


(fs I fs tos z) + (z = ху) fyz, хо, а), 


(т, долу En) =O, f3 Los ту, Tn) + (z —z,)0(fiz, mo ma y En) 
推 得 ,这 些 等 式 不 过 是 差分 比 定义 的 另 一 种 写法 。 由 这 些 等 式 可 得 (用 第 12 节 中 的 
本 号 ; 故 Ann = А(2)), 


Ра) = Ка) + Уор лу, т) ATG) + 


ор £ о, л, 5 En) Anai (TL), (89) 


1) A. Cauchy, Oeuvres (175, 8⁄ 409 Щ(1840). 
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ПИ НАВ Ф ЈА АН БХ РОВНЫЕ (56) ], 记 以 等 
式 (88) 就 被 证 明了 . 
现在 讨论 盖 分 比 的 下 述 性 质 : 


£a eo 
n! 


(фто, zo; Ep) = 
其 中 在 数 
Em (m=0,1,---,n) 
中 的 最 大 数 与 最 小 数 之 间 。 事 实 上 ， 变 数 X ВИНА КОХ) = f(X)— РОХ) #En+1 
个 基点 z, 处 为 老 ， 因 此 根据 洛 尔 定理 的 推广 ，Re…(X) 在 这 些 基点 之 间 的 某 点 处 
为 雾 . 但 由 差分 比 公式 (56) 就 得 到 ， 
ROX) = R) - P(X) =fe%(X) -Mol fy Los 15y En) o 
由 等 式 ROE) =0 就 可 导出 公式 (90) . 
因此 , 可 以 写 出 下 一 公式 : 
of zo ль тад = 
其 中 上 是 位 于 zo ть, о, 和 工 之 间 的 一 数 。 这 时 比较 公式 (88) 和 (90), ， 我 们 又 
得 到 (86), 即 是 如 西 形 的 余 项 . 
葵 出 余 项 估计 值 的 公式 (86) 在 用 s 次 多 项 式 的 重 基点 插 补 时 也 一 样 有 效 。 这 可 
以 从 下 述 改 若 的 洛 尔 推广 定理 得 到 : 
s 


> (90) 


F(Z) =0 Сее =, Ўлан), 


=з м 
раза ДИГА Баа и ЕСО) =0". 在 这 种 情况 下 公 
式 (86) 中 的 多 项 式 AGO 


aw а-а". 
Н 

我 们 得 到 的 揪 补 的 余 项 估计 值 87) ААВАА Go) ft z BR Skin mk 
ASI; 很 明显 ,这 样 的 信 计 值 仅仅 在 两 数 f(z) 的 解析 公式 为 已 知 时 才 有 菜 种 实际 总 
X. НИ (Озан, 例如 是 由 自动 人 器 以 出 入 的 形式 答 出 , 那么 显然 , 插 
ЗАВИС ЗЕНОН ВЕ ЗН. 

#1. 4ЕЖ Ц 节 的 例 3 H, 180127 УЖЕ НЫНЕ НАУА АВР НЕТ. ЕЖА 
ет, 

алмаза. 4-е, 
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在 第 二 种 情况 下 


1е\<м,аэ, м). Рав, 
6 
其 中 =12.7， 因 为 对 于 f(x) =lgiox 有 : 
тоди, frage, 
所 以 


Ma(12, 13) =- Маэ, 14) = „806 


< FEEN 
эха’ 2x19 хах" 
РАЯ ЕНН ЖАЫ 0.00347, ТИЛЕНЕ ЖИН 0.000014. 

ML 试 按照 哥 西 公式 估计 第 12 节 例 2 ИЕМ. 

аҹ 


е <м5, 49) х 18% 5x8 
ЗН, НР f(x)= / x fi: 
P ЯГ 
OES s, моз, 49) = x95 3-8 x 
所 以 
IRI < =0.0128. 


93. 若 在 基点 ж=1000=103, х,=1391= 
时 , 把 1300 开 立 方 能 有 怎样 的 精确 度 ? 
我 们 有 : 


115, 和 хз=1728=193 [ИННИК f(x) = x 


|R|<MsG000,1728) x 0 


义 因 为 


_ 一 和 
утод= 1973, MaG000,1798)=47+-1000 треть 


所 以 得 到 7 
181 < 0.0025. 
ФИА. IEsin0°,sin15°,sin30° Яп sind” 的 什 算 作 已 知 ,用 插 补 法 计算 sin5* 和 sin25" 时 ， 
能 有 忽 样 的 精 靖 诬 ? 在 这 些 条 件 下 ， 计 算 从 0° 到 45° 之 区 并 中 的 任何 角 的 正 琵 能 有 怎样 的 精确 
He 
+ /бд=зї TE HERA х= б, nip з= р алъ 并用 三 次 多 项 式 来 插 补 ， 可 
用 不 等 式 


д 
181 Мк0, 1) x 
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来 估计 误差 ， 因 为 


Муф,лу=(-{-)' may sin 20-7). 2.=0289, 


所 以 由 此 得 到 
1R1<ooll2x | а(х—1)(х—#)(х—1 |. 
为 了 得 记 sin5"， 应 合 < 一 二， 那么 就 有 
80 
|R|<0.0119 x 80. =0.000156, 
М ЭТИ sin25°, Дф x 一 号 ,于 是 
v 
I 1Ё|<0,0112х ggr 0000068. 
EEMO Di, SAR xx 一 襄 )(x 一早 )(z 一 了 的 和 对 值 不 超过 站 因此 ,对 于 任何 不 起 过 457 
的 角 , 控 照 我 们 的 搬 补 公 趟 对 算 正 站 时, 其 观 差 可 由 下 面 的 公式 输出 ， 
xx; 
LR] <00119x 而 =0.000138. 
例 5。 试 估计 第 二 节 例 5 中 知性 揪 补 的 误差 ， 这 时 
181<М:а.23,1.24) x 20070008, 


内 为 ` 
2 £ 
i @'G)=— = > 
所 以 
M2(1.23,1.24) <0.7, 
жж 
1R | <0.000008 


( 卉 不 从 4 位 数字 表 , 而 从 B КОРЕ НН E 303838, ЭД BETT DURRES НИНА). 
96. BAKEA 11 节 例 6 中 二 次 插 补 的 误差 
在 这 一 次 
|R| <M(2.1,2.2) x 2075x 0.025x0.125., 


1Simwz|=| —simz _ 2cosx | 2sinz |< 1 , 2, 2 
Si”=| З зх ү + ТЕТ |р 
所 以 
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而 
|R| <0.00005, 
T. 在 第 11 节 例 7 中 ,名 估计 用 三 六 多 项 式 插 补 时 的 误差 ， 
ресми) х.070250308, 
ш» 
| ыы ой Зы» 15. АРТИ < 
= 
8 9 
< чи) <$ 
所 以 


IRI <E х -00898 <00003. 
当 变 数 取 在 插 补 区 了 并 (oe,8) 中 的 每 一 确定 值 时 , AREN НОЕ, 
车 需要 指 ЛЕМ 那么 显然 需 改 作 下 一 公式 ， 


IR) 1<М, (9,8) 7 x |А(2)|. (91) 


[С FDT КУЛ 
联系 于 这 一 公式 , ИМНЕ E. 车 由 我 们 自己 选择 插 补 基点 ,那么 它们 应 如 何 
分 布 在 区 并 (e, 8) h, 才 使 得 不 等 式 (9 ае ТГ. y 6 шт 很 奇 
Ж, 基点 决 不 应 取 成 等 距离 的 , 而 应 聚集 在 区 加 的 两 端 事实 上 ,为 了 确定 起 见 , 假 机 
播 补 区 闻 是 (一 1, +1), 利用 自 比 谢 夫 多 项 式 的 基本 极 值 性 质 (第 1445), 我 们 看 到 ， 
тке 


Ас) = T, G) 
БИШКЕ max АСО) Еа, MASAZU ESUE RS ДЫКАН. ЖЕЗ 
DUF, АН ЕВР ааа н, 


1К(а)|«М„ы(—1, +1) хх 


GTDT +1 * УЫ 

16. 无 穷 播 补 过 程 及 其 收 艇 性 ” 考 用 插 补 公式 近似 计算 本 数值 井 用 余 项 来 估 寻 
观 差 的 范围 , 这 显然 是 某 一 数学 类 果 。 但 在 所 得 到 的 外 差 范畴 太 大 , 因而 计算 的 精 依 
度 太 小 的 情况 下 , 这 一 桔 果 就 不 能 十 分 合 人 满意 。 若 我 们 现 为 精确 度 不 够 时 , 则 自然 
地 企图 改变 插 补 公式 , 以 改善 精确 度 , ED, 境 加 括 补 点 的 个 数 , 同时 提高 插 补 多 项 式 的 
次 数 。 非 常 重要 的 是 要 解决 : ПК уа BOTE MN EREE TIRED 能 
ЕН ВЫЕ? Я 

РТА f(z) ЕТА жене, 称 它 们 为 
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ау, hy, Са), s (1,27. 


ВИННЫЕ 
аро еа 


而 所 得 插 补 多 项 式 是 Р, Сл), азаа ВИЙ EEA НРА, АЭК 
ях 


lim P, Qs £) = (а) (92) 
成 立 , Rae НЕ, ЕВ 
Ра) + УР, (В -Р, (В (93) 


тт 


ЗАРА ЦО z ВСЕ ЕК Ge), ВУСА НЕНЕН, РВ ЕИ 
中 的 所 有 工 值 , 板 限 关系 式 (92) 一 臻 成立, 或 者 即 级 数 (93) 在 这 区 间 上 一 致 收 化 АТ 
这 过 程 在 已 知 区 并 上 上 一致 收 全 ;这 就 是 吸 , 对 不 给 怎样 小 的 数 &(C 0)， 总 可 指出 这 样 
的 加 ,使 当时 ,对 于 区 并 上 所 有 的 值 z, 不 等 式 
Pp ha) уде 
成 立 。 
车 插 补 过 程 是 收 全 的 , 那么 可 以 用 插 补 法 来 计算 本 数值 到 任何 情 依 度 。 
特别 注意 这 种 情况 , 即 插 补 法 C1,) 的 基点 正好 是 预先 答 定 的 序列 
Жо, Liy 23, Z... 
中 的 前 二 个 点 ， 而 揪 补 法 (+1) 的 基点 是 在 前 十 1 个 点 上 再 加 一 个 新 点 zsth。 
这 时 
一 
ЖИК ао 与 上 标 扰 关 。 若 播 补 过 程 同时 还 是 (在 第 14 节 所 确定 的 意义 下 ) 正 交 的 ， 
那么 多 项 式 P, f a) 
VAP LD +V F LD ++ У СР) + 
的 前 z+1 项 的 部 分 和 ,其 中 泛 画 数 V, (f) 和 多 项 式 L, GO 是 用 正 交 关 系 式 
0, ів 


L асац Ф989 


ма) =} 
联系 着 的 。 
关于 插 补 过 程 的 收 做 性 ， 当 然 应 芒 由 播 补 的 余 项 来 制 断 。 如 我 们 所 知 ， 插 补 法 
(1) 的 余 项 可 以 写 出 为 


уо 
R, (а) = ТЕ Ан, G), 
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其 中 已 合 : 
Анн G) -JI e- 

A Е 52 rk тЫ? (m=0, 1,2, n) 55 z А С ohi. 

因此 , 等 式 

lim R,G) 一 0 en 

нисе. 

关于 插 补 过 程 收 全 性 的 某 些 一 般 情形 将 在 第 59 rh it. KERR Ва Ж 
于 特例 。 

AI Нил 11%) 

рило A ауысса (>ш) 


mo 
的 收 全 性 ,特别 是 当 fx) =sin kx 和 f(x) ейн ОВАН. 
由 余 项 估计 值 可 得 (在 4a<a<x<B 的 假定 下 ); 
1Ё„(х)|<М„+ +! прах Dati (x-a; 0), 


其 中 Muri ЖК ГОО fE— УИ БАЕВА, 这 个 区 并 包含 在 数 a,8 和 a+nh 中 的 最 大 数 和 
ВВ. 
研究 阶乘 多 项 式 : 


Фа = y-a) (xah) (x-a -77ih 


h # B+ |a| =Y 就 会 有 
б = 
ш] [ix-a-mr < от) <| +mam= 
=> pe 


= оз тва + mh) — (0 +т®)] =n0gn—1+lgh+en), 
其 中 lim s =0, УВЕ 
Б 


igin )= Dlem> Nig mame=n(lgn—1+e,), 
= 
其 中 lim е, =0, 因此 


и max |@,(z—a; p| <(he "у" Gth lime, =0), (85) 
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ш lg М» ==. (96) 
ли 
g+ lg h<0 (97) 


ET. 实际 .上 , 由 (96) 得 到 , ЖШ #0 怎样 小 ЕЖА и, ВА, Секет, FEWN 
(95) 就 推 得 ` 
M, In max ф.о -as пени”. 
ВИКА OD ЕТЗИМАУНИ. 
24 Лод =sin kas 那么 在 任 -区 天 -上 ,任意 级 导数 产 w(x) 的 看 对 信 不 起 过 k", 因此 可 以 全 
Мик 这 时 =g 久 而 我 们 得 到 在 任 一 有 限 区 了 并 上 一 致 收 全 的 充分 条 件 ; 
к<. 
若 分 Ло) = ob 那么 必须 取 fu (a) kne Е ван 处 的 值 作为 Мы Д М, = 
hmeMKatnh), 因此 g=1g Ё-+ hk, 而 收敛 的 充分 条 件 是 ， 
78 
ЗЕ o ДУВА o es=18B(o=0.867). 
AL BERNI, +1) 中 取 等 距离 的 基点 


(ma р. 2т 一 0,1… 
ду ае (m=0,1,--, м). 


БОТУЛИЗМ) НОЕ, 特别 是 应 用 到 桓 数 f(x) == а (Ca>1D 上 。 
在 这 一 情况 下 ， 


Мы (рр 2 | = Mati gw м 
‚ ноти Ш) | ерге ~ Tow) 


b (98) 


而 且 М„=таах| f((a) |. 
-iSi 


+ FLIX PEOD RENREN 


lle, 
жЕр Осн, МРСК 
Ч 
Шек TL ex. 
их! > 


Яя 
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24 


u T jp- Ен Бит 


| -х| > "< 


由 -上 面 这 些 式 地 (假定 NS ) 可 得 


АЦО E ија м 


要 >X+ 


因此 ( 取 当 поо 时 的 极限 ) 


тА о-в ХЕ „Ех. 


х+ё 


зка ежу 因为 积分 hg15 一 XX1d дв, НС d AFE, В. 
Hm. аа] И х-") |<Wagl5-xld5=X lgX+ (1—X)lg(1—X)—1, 
或 省 还 原 到 变数 x, 
г: 
yA арален сма 


其 中 已 售 


ио=ма+юнанюча-дша-ю1-1. 


тнв. 
Шк 1—27) catt dim ee0). (99) 
жа 
ao) 
那么 就 有 
Mnu- 
qrar, Gap 
而 从 不 等 式 (98)，(99) 和 (101) 就 推 得 在 条 件 
u(x)+lg К<0 (102) 
лыкын. 


现在 来 更 伴 粗 地 研究 画 数 (x)。 它 是 一 个 偶 画 数 : 
u(—z)=uGz), 


双 因 为 当 0Cx<1 时 , 它 的 导数 


и’ дат 


是 正 的 ,所 以 w(x) 在 区 并 (0,1) 中 通 增 ，w(*) 的 最 大 值 在 基本 区 出 的 端点 处 达到 : 
и(—П=и(=—1+1:2 = —0.30---, 
而 在 中 点 处 达到 最 小 值 (图 9): 
s(0)=—1, 
回 到 不等式 (102), RIEF, Же. x 那么 
在 整个 区 并 上 保 耳 了 收敛 性 ; Жк 那么 仅 在 
区 并 中 由 不 等 式 (102) 所 确定 的 那 一 部 分 上 保证 了 收效 
性 ; 最后, Ж Кое, WAERM], +1) БЕЯ 
ЖШ, REFER /(х) =зїп Ах 和 f(x) =ем ,我 们 得 到 开 =0， 因 此 收 敏 性 成 立 ， 例 如 , 如 果 命 


Е а>), 


那么 从 


го 2 [. С" ] 
“2al (а— жут атт 
得 济 


бихи а>1+- м, 上面 的 时 只 保生 了 在 监 个 区 出 上 的 收敛 性 ,而 当 o>1+ 二 时 ， 只 能 保证 在 共 
一 部 分 上 的 收 做 性 ， 
тз. ОА 


сот т (m=1,2,", n) 


作为 基点 时 , БАСЕ ПИС 1, +1) КИЕК СЕ. УЧЕТЕ Н, (第 15 节 末 )， 在 所 述 
情况 下 , 可 用 不 等 式 . 


Mn 1 
18,62 Єч F 


Жая. MDAA, 4+ 
к<2 
的 成 立 就 已 保证 了 在 整个 区 关上 1) 插 补 法 的 一 致 收 佑 性 ， 
17. 发 散 的 插 补 过 程 的 例子 “我们 全 通风 过 一 种 值得 注意 的 情况 , 它 似乎 是 出 乎 
意料 之 外 的 : 即使 插 补 多 项 式 的 次 数 插 限 增加 , 插 补 基点 到 处 科 窗 的 分 布 , 我 们 仍 不 . 


1) 在 研究 余 项 的 哥 西 的 积分 形式 时 ( 参 腹 第 59 节 ), 可 得 更 便利 的 收 敏 的 充分 条 件 . 
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О SS BR EZAN RER, 
БЕЙИН, 以 前 所 指出 的 插 补 过 程 的 收 做 条 件 都 是 充分 条 件 而 决 不 是 必 可 条 件 ; 下 此 


自然 产生 一 种 想法 : 会 不 会 过 程 总 是 收敛 的 , 但 用 我 们 的 估计 误差 的 方法 不 是 永远 能 


制 断 出 收敛 性 ? 下面 的 例子 将 指出 ,不 论 用 怎样 的 方法 估计 咀 关 , 插 补 过 程 信 邓 在 某 
ета. 

ml. ETES REAT KEE ARA ANRA 
HERRN. HAE, WUE DRET RAER PA KA ZA MA 
PH. л pr BREEAM ЛЕШ ИЛЕШ 一 0 为 中 心 的 邻 坟 内 所 对 应 的 
кшн аана, 

类 在 股 来 ,上述 的 例子 是 关系 于 外 推 法 的 情况 。 下 面 我 们 引进 更 重 要 得 多 的 例子 ( 正 是 有 关 
于 企 确切 意义 下 的 搬 补 法 )， 在 这 例子 中 ， 所 考虑 的 画 数 在 整个 括 补 区 间 上 是 速 和 的 ,而 插 补 过 各 
一 点 也 不 像 我 们 在 第 16 节 中 所 风色 过 的 那天 一 致 收敛。 也 就 是 如 果 在 各 基点 处 揪 补 多 项 式 的 值 
与 本 数 的 对 应 值 自 做 地 相 壬 ,那么 在 各 基点 开 的 区 站 上 , AASR S TER AE ERARA A 
RAAR оттар. 

下 面 的 例子 是 C. HH 伯 思 类 组 的 [七 举 出 的 ， 

й2. жшж 


Хо) = zl С-1<х<+1). 
利用 第 11 ЧУ (48), ЖЭН Ф а=—1, h= L 并 注意 在 这 此 条 件 下 ， 


lal=h Alal=-j, Adal==-=A,lal=0. 
ЗЕЯ Anim lal (m=1,2, =, n), BLITH RIER 


Ја], 
вА 
ахо 
š №90, мхом, 
因此 


Antmlx|=—Antmx+2Antm\(x) =2Antm\ (Cx). 
根据 第 10 节 公式 (30) 计 算 Anm). C), RINES: 


Ад) У ССД Ё, =(-1)=—! Ро, 
i=l O m—1)im 


所 以 


An+mlal 一 (一 Der a (m=1,9,-.., m). 


D ИК 10 И 5 的 公式 中 化 出 , АРК p=2, Я n Ж m—1,38 z 482 ntm, 
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因而 由 第 11 节 公式 (48) 可 得 : 


Ри (z) =—z—+ 


(Dmie +D…(xz 十 虐 ) (5-1). z 一 型 = 工 
> Gm mm 0 0848) 08—86) 704—7) 009 


х), 并且 是 两 基点 之 并 的 区 并 的 平分 点 : 
ODO RHH). 


PEAR 09) B EIEN HAS- TERE ПО AEE — AHE F 


F+) (и) (11) аан 


2@з—1) п)? 
这 一 表达 式 大 于 
1 -D+ _ 1 (nD (+) 
їл EO TRD Туй > 
< 1 ака» 
тебя - z... 200 


É х<—5, Е ЕНВД n Жр, Б>, рза RT 
(83816 节 例 2 中 的 也 号 )， 


ПКС Отун = ( (4—)ш(1- KECER S 2)а(1+А)= 
=Ви( + () нро 

那么 在 不 等 式 (104) 中 最 后 的 分 式 随 著 n АТАТ НСЗ EERU TEE НУВ НЯ n, 因而 Pan(x) 在 
两 基点 之 于 的 区 闻 的 平分 点 处 , ЯНИЕ Эл, 而 不 趋 于 |x|. 

因此 , 落 注意 到 在 我 们 的 例子 中 , 播 补 基点 所 成 的 也 与 次 数 如 有关, 而 且 不 眩 基 点 本 身 也 好 ， 
基点 之 天 的 区 并 的 中 点 也 好 , 是 会 分 布 得 处 处 稠密 的 ， 所 以 可 以 正确 地 作出 精 验 , 在 所 答 情况 中 ， 
插 补 法 是 完 双 发散 的 过 程 3)。 

18. 用 各 圾 导数 的 插 补 法 ”现在 来 对答 下 述 间 题 , 它 色 非 汉 今 所 考察 过 的 插 补 
Вии, 又 非 其 推广 , 它 引出 了 一 种 特殊 形式 的 插 补 过 程 . 


1) 对 于 正 的 * 值 .这 些 同样 的 结 哈 可 从 被 播 补 画 数 与 播 计 过 程 的 对 称 性 推 得 - 
2) тарс 


"| 1 C Y lgm< "аха, пуа <(п+1 ун 
р - e . 


ї#ш. 

3) ЖИ. П. Натансон 的 岁 [1] 中 措 出 (第 519—525 页 ), 在 这 个 例子 中 , 揪 补 法 在 区 关中 除去 = 0 外 任 一 
固定 点 处 发 做 ,而 它 在 >=0 АОК. 

+ В.Л. Гончаров [1], [2]. 
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"КФК PORE ТРИМА, 
Р(х.) = y G@=0,1,--, n), (105) 
其 中 zm 和 yw 是 任意 的 数 。 


郑 用 待定 系数 法 来 求 提出 的 问题 的 解 , 282.4 PCz) = Docena” В, ЖЕЕ, 由 


1 
Ж (005) MT ER ВНЖ РЕНАТА, 所 以 间 题 的 解 管 永远 存在 , 而且 只 
有 一 个 : 它 可 由 公式 


工 
|° 1 


ую 0 0 
得 出 。 

但 是 对 于 多 项 式 PLz) 可 以 得 到 另 一 校方 便 的 表达 式 。 即 是 ， 注 意 到 杀 件 (105) 
中 最 后 一 个 

РЭ (г) = у 
是 恒等式 , 把 它 从 ui 到 z 积分 , 同伴 考虑 到 条件 (105) 中 的 倒数 第 二 个 对 于 省 = 
一 1); 于 是 我 们 有 (积分 变数 甩 作 z, 
Pn(z) =+ 9 f; ато, 
ВРО, 但 这 次 从 zw-~: 到 х 取 积分 , 注意 到 (105) 中 对 应 于 值 теп 2 的 条 件 ， 
HAER 10 来 表示 新 的 积分 变数 
Pen-a(z) =ут-® чу | ? drat ym |" dz кю, 


ЖАВ T k, 经 ?次 积分 井 注意 到 (105) 中 的 所 有 条 件 , 便 得 : 
о ha e "Дә Гн 
нь 
0 „о-о 
+= [* аг Гает. m 
у а [sar J. dr。 (106) 
这 就 是 所 求 的 多 项 式 。 引 进 记号 
һ(@х)=1, ао Јан а аг (т=1,8,-,п), (07) 
м КА У 


хз 


可 以 把 它 改写 成: 
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Рс) = Ууу 02). 08) 
а 


现在 转 到 正常 意义 下 的 插 补 法 , 我 们 提出 求 "次 多 项 式 P(f; z) НИ, WER 
ЖЖ 
P (ат) =S (ат) (т=0,1, п). a09) 
显然 , 这 个 多 项 式 的 形状 是 


РО = $ fr) L, G. aw 


= 


注意 , 由 第 14 у ОНА А, 泛 画 数 
Уи =f Em) 

BSRR Lm(z) 构 成 正 交 系 : š 
0, 当 ik B$, 
1, 当 j= 时 ， 
这 就 决定 了 多 项 式 Lm(z) n 无关。 在 这 关系 下 ， 按 公式 (110) 用 逐次 导数 的 揪 补 
法 与 按 送 分 比 公式 的 插 补 法 相 类 似 。 

AI аи Рош 

PO=0, РФ P'(-D=0, Р"), 
ж Ро) 6а а (атава 98, 


ма) =) 


AL RER хое елиса 就 可 导出 多 项 式 


而 РОЗН, 
РО 9 Риа) т. 


015. Б х„ ERARE: 
хт=а+тћ hh т=0,1, n), 
LEAR Г, ЕЗ ВА TREN, 多 项 式 Lm ORA 


10) =- Ga) ха mi). 
这 些 多 项 式 是 由 阿 伪 尔 引进 的 D。 
PA EA am 用 公式 
2, zm=(—D)™ 


1) N. H. Abel, Sur les fonctions génératrices et leurs déterminantes (Deuvers, 82). 


82 LES +Ë 5 g VL 11 


МА а 
С: ltz 
10) = tEn (===) 
(H m Жир“ + " Er 当 т 为 偶数 时 取 * 一 号) 与 由 


Ен +Е„@й+д]=л"” биол, 


所 确定 的 万 拉 多 项 式 相关 
不 难 写 出 余 项 R, (а) =/(а) -P (yz) ， 即 可 把 它 写成 下 列 形状 : 
* =’ „ә 
в.д = Га [Гат [* уч+огде=уду+ә, апу 
еер езе 


因此 就 得 到 下 一 恒等式 ; 
т, . (k= 
Ада +t Sen [` a [ал |" аю, сә, Qn 
ГЕЈ žo s, x= 
“Ef ЙЕЗЕН P: DIE CMA m KHA сель, ДЕСУ) уун НЕГ m RE 
的 精 果 Cm 二 0, 1, уп) з От + П) АИИ Е, 
13. 广义 多 项 式 的 播 补 法 ”为 了 把 原则 方面 的 问题 弄 清楚 起 见 , 我 们 还 要 做 进 一 
步 的 推广 。 
爸 把 插 补 间 题 比 导 车 (第 1 节 ) 中 的 担 法 更 广泛 地 提出 如 下 ， 角 借以 进行 插 补 法 
的 两 数 类 是 用 公式 
Р(жу=афубх) Hapal) +а„р„(х) D 
ЖИН, 其 中 a, 是 待定 系数 ,而 函数 pi(z) G=1,2, от) ВОИН ИОАНН СС 
我 们 总 是 假定 的 一 样 ), 但 已 孝 不 是 变数 z ОС, TEELE. RIRE 
把 形 如 (118) 的 表达 式 称 为 广义 多 项 式 。 ` 
HEER p) ба), БОЛЕ ЕТ Са, b) LAEE, за, 从 恒等式 
Ул (a<r<b) (114) 
Е 0,001 1,2, ---, т), ЛЕШЕ ИГ ЕЛЕ НИЕ ВОН, 使 得 恒等式 (1147 成 立 ， 
If B), 不 全 等于 雾 我 们 永 知 的 最 简单 的 线性 无 关 画 数 条 的 例子 是 (对 于 任何 区 并) 
ERR 
Е (а) 
ЖЕНИ 


1, сов z, cos 2л, ---, cos их, (9 
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sin zsin 2л, =, sin nz, (вә 
ВГ H 481: 362: Н О ВОС А АБЕ ЭС Н. MER pk(z)7 
ЕНУ АА, 当 变 数 zz2,…,z, 取 天 基本 区 癌 中 一 切 可 能 的 值 时 ， 
行列 式 
Фут) фа (ха) "Ф, (TD 
рер ap) = [P PED 9, GD d 


zn) Pa En) Pn (En) 
TEREFE, MKE 股 所 考察 的 两 数 系 不 是 线性 无 关 。 于 是 , 可 以 找 出 不 至 等 


于 需 的 常数 入 (i=1,3…,n), 使 恒等式 (114) 成 立 。 设 zí (k=1,2,…,n) 是 我 们 的 区 
间 上 的 某 些 点 ;我 们 有 : 
È mpa) ba， 


i 
KAH м ЖЕ, 由 此 得 到 D (zu may z.) =0, MEERE AIEE, М 
п=1 Жа, ТН p (z) REER, ER p (т) 不 恒 等 于 
Ж. 但 因为 在 这 种 情况 下 DD (z) 三 9 (z), MAH D (zD) 也 正确 。 再 股 从 xz 一 1 个 
两 数 所 成 的 系 线性 抑 关 可 推 得 对 应 的 行列 式 不 全 等 于 雳 ， 现 在 来 永明 对 n 个 画 数 所 
成 的 系 也 同样 如 此 . 

RD Gu za …yan) 三 0。 但 是 疡 (zuza…szw-D) 关 0; 否 旭 , 按 照 我 们 的 假 股 , ЕН 
ЖЖ 9: C) (i 二 1,3,…yn 一 1) 就 不 是 粳 性 无 关 的 , 因此 , ВНЖ Са) G=1, 
2, п) ЈЕНЕ О 

B a= al @=1,3,---,п—1) 是 变数 的 这 样 一 些 值 ,使 得 DD (4%, 22, +, hmi) 0, 
那么 把 行列 式 (hth sthn) 按 最 后 一 行 展 开 〈 在 其 中 写 出 z КВ z,)， 我 
们 就 得 到 形 如 (114) 的 恒等式 , 在 这 恒等式 中 不 全 等 于 等, GH А, = D (ай, 3, =, 
дп) 30, ПСЕ ОА p, (2) 不 是 线性 无 关 的 。 

MERKAR Pa) 受 条 件 

Р(ар=у — @=12,---,п) (116) 
的 限制 ,其 中 y, 是 已 知 数 , 而 z, 也 是 已 知 数 , 自然 ;彼此 不 同 ,能 否 求 出 丽 数 P(x)， 
亦 即 能 否 对 于 系数 а, 解 出 方程 组 (116) 要 看 行列 式 D (mu za …， z.) ЖАНЕР Т 
定 。 

在 解决 由 等 式 (116) 傍 定 其 性 质 的 插 补 问题 时 , AE аСт), Pl), оф, (z) 
是 线性 扰 关 的 假设 出 发 是 完全 自然 的 。 然 而 为 了 使 插 补 问题 有 唯一 的 解 ， 这 个 假设 
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EPRA. HARUR En NRR a, (ЭУ БЫШЫ, RIRS, BEINA 
存在 与 唯一 在 行列 式 (115) 当 数 zu ль, …， л, HARGA TRAIR F+ 
жиш, | 
ЖЖЖ P1 C2), Раба), Pn (BAT RERE Д.Н ЕТТЕРИ. Ра, 
тъл) 只 是 在 等 式 z=z, (is 内 有 一 个 成 立时 才 等 于 雾 ,这 样 的 有 就 称 为 契 比 中 
RRD. экн 
третата, TREERE озо фа 


ER, 由 契 比 谢 夫 系 中 的 画 数 所 构成 的 子 系 不 一 定 总 是 契 比 响 夫 系 。 Шш, Ж 
了 bz 了 2 是 契 比 澳 夫 系 , 但 关于 系 1, z2 ЖШ РЕ, 因为 对 于 它 行列 式 

раза—х 
不 只 在 = ла ВН, 

ПНО ОНТ ОЖ Ф, (z) (= 1,2,…, 力 是 契 比 谢 夫 系 的 条 件 , 使 
WERKER, R EREE ЛБХ Р (a 在 
И. 

ЗЕКЕ, RAAR) ELLAR 已 (z) 在 基本 区 加 中 ?个 不 同 的 点 
处 例如 在 zu хз, ++, zn ЭЁ, 那么 由 等 式 


D ag G) =0 


[=i 
ВЕРОНЕ На, 尽管 所 有 各 点 z, 不同 , 行列 式 D(z1,…, zw) HETE, 这 就 与 
ЗА НОЕ МУЗЕЕ ЛИЛИ. БОЖЕ, ER (p,Gz2)) G=1,3,-...,n) ЖАН 
Ж, MREMA PIECA А 29 G=1,3,.-..n), f D (3, 3, уда) =0, +- 
是 广义 多 项 式 
Р(жу= (а, 28,55,2552) 

在 个 不 同 的 点 а} G=1,32,..., n) 3% 5. 

20. 线性 泛 夯 数 的 近似 麦 写 ， 机 械 求 积 法 ”证 然 插 补 公式 能 或 多 或 少 有 效 地 琢 
写 记 和 给 出 的 画 数 ， 所 以 也 可 以 利用 这 些 公式 来 近似 计算 这 画 数 的 各 种 线性 泛 画 数 。 


1) Сн. Бернштейн [2], 第 7 页 。 
2) 在 三 角 面 数 条 的 情形 下 , 自然 取 周 期 区 并 作为 基本 区 间 . 
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HRE ОДОЖ ЗЕ ВН ЖОРИК £ RC БЕЖИТ Т. ИВА НР НЕ 
研究 这 时 所 发 生 的 误差 的 估计 问题 . 
我 们 以 后 特别 注意 的 线性 诡 画 数 F Cf) ЩЕ РН, 


1) жш 
Fep= “reypas аш) 
HRA, Ж р(х) 是 任意 的 非 负 已 知 西 数 ， 
2) 和 数 


N. 
ЕР= Ye, f GO, 


其 中 En 与 pm (>0) 是 任意 的 数 。 为 了 竺 一 积分 与 和 数 两 种 情况 , 我 们 将 考察 斯 提 叶 
斯 积分 


EDS’ сарса), a18) 
О EEEE НИЯ 
F(f) -=f гадах. (118) 


近似 计算 积分 (118') 或 者 更 一 般 形 如 (117) 的 积分 的 方法 也 常 称 为 机 械 求 积 法 。 

R Са) 是 被 播 补 的 丽 数 ，P (x) НИРО, Кос) ЯНА, ЕСО) 是 已 知 的 
线性 泛 而 数 。 于 是 从 恒等式 ' 

| f Ga)= P (z) +R) 
Wet b ОНО ЖА НИН БС 
F(f)=F(P)+F (R): 

若 我 们 把 КОР) WEF) 的 近似 值 ， 那 么 F (R) 就 不 是 别 的 , 而 恰好 是 计算 的 沿 
№. 

一 般 合 

r= f° сда). 
Аа Ç 
P, fsz) = x f G,)L, G), 

其 中 


MA Alz) 
OT id’ 
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нв 
Рэ POs DD = Арал, аш 
Ф m= 
而 AM ВЕ S Ce) 的 数字 系数 : 
f _[ AG) A 
aofi ково = i RaO. 59 


这 些 系数 也 可 用 下 面 的 条 件 唯一 地 确定 (而 与 播 补 公式 无 关 ), 即 要 求 等 式 
J: коа АФ у (а 
对 于 次 数 不 起 过 的 任意 多 项 式 P(x) 必须 成 立 ,特别 对 于 已 (z) = ah 也 要 成 立 : 
f ee E Aah @=0,1, ул); аш) 
由 此 得 到 系数 А= 的 与 房 德 状 行列 式 有 关 的 表达 式 ， 
L kosa fee 1 =a | ji taa 
| 


A= a : 


b 
ma Га) tman 


ада Jiraw amoan) |z& a 


b 
Со sEm Emn) PA) 
UREE А нее (0<т<») . 


9 Tm Ems Тины "s En) 


至 于 余 项 , 那么 从 哥 西 形 的 公式 


a fE 3 т _ 
кадр 46) А-а-а) 


а ЯЕ CLI) N 
текин 


ву е Асар (а), азау 
аа, 我 们 得 到 : 
ГРМ АТТ аз) 


(这 里 Mon EIA TRAPS OC) ЖЕ а,Ь, zo лу, уз, 中 最 大 数 与 最 小 数 所 
构成 的 区 并 中 的 最 大 模 )。 


我 们 来 讨论 某 些 特殊 情况 。 
AL 写 出 计算 积分 
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1 
1-07 дах f 
5 
的 近似 公式 , НЕНИЯ SPRA: 


ре тат). 


这 公式 形 如 


ату). 


(124) 
系数 аш? 称 为 哥 特 斯 系数 D, 而 可 用 下 列 公式 确定 ， 


(125) 


Андах i)a бп). 


*n=1. 于 是 


Ау(х)=х(х—1), A(x)=2x—1, 
所 以 


Paf’ 21 „1 P= z 4 = 1 
% (= ах= 5, а тах Fu 
mm 


һ=1/@+/@]. а) 
现在 介 п=2. 于 是 


Аа) (х0), ADIA- L, 
ат 


1 
1 (5—5) («--0) 
„О ан з. 
2 


>= z(z—1) 1 2 
i i dz 
4 


i 
1 (2—7) 
P= Е 
аў 一 
2 


_———— 


1) R. Cotes, Harmonia mensurarum (1722). 
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所 以 
n= roaro], 


ЖАР # 二 3, 4, 5, НЕНИЯ, ВРАТ АО 
1 


1 1 
з 2 


很 明显 ， 
ат, 
这 是 从 公式 (125) 中 用 变数 代 换 x 二 1 一 x 而 得 到 的 、 
GAER. Min 


= a) 一 一 464 
a= 4 за <0- 


AL 不 难 将 前 例 中 的 公式 推广 到 任意 区 朋 (w kk. + 
= Года, P =at tL, 
А я 
其 中 工 是 区 关 的 长 : 


L=b—a, 
在 积分 


Anla) 4 
m 


хта TL А, (a+ L) 


Ама) 05—90 -а- L ).-Ge—a— D) 
”中 用 变数 代 换 ха + Li, 就 能 断定 


АФ = Гат, 
从 而 得 出 公式 


(127) 
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єў а у (a+ L), (128) 
其 中 пр 是 哥 特 斯 系数。 
特别 ,例如 
n=+-U a+ O], a29) 
ОЕ 7%]. азо) 
йз. мання ` 
r=" Lix 
t e] 
НАЗ, PEER ЛОК ЭЗ RIEA: 
KP =o 1 (m=1,2, n). 
对 应 的 系数 AM 为 
др Ти dr 


Нея Тр УИ. 
Бе sin -1 1 "ү созид pæ 


т 
cos 0— costet 
n 
ОН inl 7 сози? do 


ЕЛ ЕЛ s #т—1 
соз б—соз а “лый 


为 了 时 算 最 后 一 积分 ,采用 复数 代 换 


e= 
于 是 得 到 
fireman ni airn а. 
7" совд—соз 27-1 Ро acos т 
ССИ 12] =1. ЖЕРАРА 
эт а 1 
ase n еа 和 днем "ial 


又 因为 当 z=a 或 z 一 К А 所 以 由 此 可 见 积 分 号 下 的 画 数 有 唯一 的 я 重 极点 2=0, 
积分 就 等 于 对 应 于 这 极点 的 殖 数 . 由 于 


1 1 v+ 
+ ев” a- тт тан) 


22—2 zcos 


90 пиа Ужа а 


ВИРТ ЯВ а Р ERIH с"—! ВАЗА, BD 

„1. 

а" (срин 

= еси E 
a 


由 此 得 出 * ZEMINA h AA 名 彼此 相等 , 同时 它们 的 值 可 用 很 刹 单 的 公式 


а= 


ЖН. 因此, 积分 的 近似 值 可 以 取 为 


Ши? Го» AP mcos Аа. 
AA ви-дх, я fO, (2) 与 CN) 近似 地 去 达 和 数 
N—1 


S= fo, 


= 
ЖЕН. f (x) 是 二 次 多 项 式 时 ， 它 就 输出 了 这 和 数 的 精确 他 . 
用 揪 补 多 项 式 


м 

N z(z= 2) 

A A A ED A A LA 
2 E] 


KARIES GD, HEATER z JX 加 到 N 一 1 应 用 第 10 节 末 所 得 到 的 公式 ), 我 们 喜 得 到 放大 式 
1 (N-—1)(N—2) 2 №—1 N 
рома, 


在 实际 进行 机 惰 求 积 法 时 , {ДР КЕЛШ ЖШ ОК, ЖТ ли ЗНАК 
而 达到 必要 的 精确 度 ， 就 将 基本 区 间 分 成 很 多 子 区 间 ， 再 应 用 同一 公式 ， 即 (129) 或 


(180), 到 对 应 于 这 些 区 阅 的 每 一 个 积分 上 。 


各 如 ,将 基本 区 加 分 成 个 相等 的 子 区 疗 (zm Tmi) ина, еа, 
m=0, 1,…sn 一 1) 井 应 用 近似 公式 (129) 于 它们 中 并 的 每 一 个 上 ,我们 就 得 到 所 背 


梯形 公式 ， 


Ў LS En) + S emt) 1= 
= 


- ігу (то) +2f (а) +3f (z) H+S (Ena) + f z) J. (131) 
同伴 , А0180) ев ARRERA кй аз. 


1) Th. Simpson, Mathematica] dissertations оп physical and analytical subjects (1743). 
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кў. Тра (нн faj.) = 


m= 


=“ [Лао +а/( + ар чала, + 


а (2а )+ газ]. (182) 


АК (181) #10182) ЛИТЕ LIEH И Йй. ET Е, 曲线 了 Cr) ВОЛЕЙ 
А Тра X 0532 НОЖ 在 第 二 种 情况 下 , 弧 则 被 通过 两 端点 和 中 间 点 
的 地 物 线 所 代替, 这 中 间 点 的 覃 坐标 也 就 是 端点 横 坐 标的 算术 平均 值 。 

我 们 情 而 来 时 论 机 械 求 积 法 中 的 误差 估 奸 。 

哥 特 斯 公式 (128) 的 现 差 范 团 ( 例 2 可 用 等 式 


[коа]? раси А, сдав 


输出 , 由 此 得 到 
b 
fo весом «Ман асад az, 
这 积分 能 直接 计算 出 米 。 这 样 (在 代 换 z 一 a=Lt 之 下 ), 我 们 得 到 ， 
5 acDldz= [° |G—a) GDldz=B а-а 


=r -Da 


Јас [ео 0) ев |as = 


010) e-o] asr )а оа 
(з) a-pa |= 
由 此 推 得 , 254 (12981 (130) у ЖЕЕ Ж 


| f. Rodz <$ ML, (188) 


| [И Rendz| «дымы, aza 


YT BDE UED MUN, NIGER, MAR OID, яр 
MRE Me (2), TAEA BR ар 
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n- м (Е) чу. (185) 
S FPE, НЕ РАЗЛИВ, 
пт (Е) = м В a36) 
ARREST TARD, ЗАЯВИВ НИЯ Ж, ME 上 麻 公式 可 以 达到 
多 么 高 的 精确 度 。 
例 5， 从 积分 
== 
их 


出 发, 用 梯形 公式 与 辛 卜 森 公 式 计算 1g82。 当 n=10 时 , 由 梯形 公式 得 ， 
= (1х1+2х0.9091+2х0.8333+2 x 0.1692+2 х 0.7143+2 х 0.5667 + 
+2х0.6250+2х 0.5882 +2 х 0.5556 +2 х 0.52631 х 0.5000) =0,69377у 
H n=5 时 ,由 辛 下 森 公式 得 
у (1х1+4х 0.9091+2 х 0,8333+ 4 x 0.1692 +2 х 0.71434 х 0.5667 + 


十 2x 0.6250+4х 0.5882 十 2x 0.5556 4х 0.52631 х 0.5000) =0.69314. 
按 梯形 公式 时 算 时 , яте НЫЕ 


1.279 
坦克 "于 = 2:25 у= эю =000167. 


ТОЕЛ Н ЗЕ | ЗАТ, агре Ен 


1 р ҮА АРЕ. ПЕНДЕ р 
төг Ме атол ` Š 195—000 —000025 
аЬ ЯЕ ЯТ, АЛУАН). 
тб. ЕРО), УЕ ДОДЕ ЗСА ААА 
2 р 
фея 
Ж х=1 ИЩЕТ, RR RER 0.000001? 因为 
Ф —2| раа 
|= | майор е | <, 


Ф(х)=- 


| | ая ве в, 
РАСЫ БЕРНИ, ЗЕНА ВОНА 
1 L: 1 
Ир У Мыс 
决定 , 因此 必须 分 别 仿 
п>408 = п>31. 
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4(1) 的 精确 值 为 0.8427. 
917. БИНА 


之 他 . 

4. 1.6858. ‹ 

ЗЕРЕН СВЕ И] РЕЖ СЕАНСА ИИС. RM 
里 只 提出 一 点 。 若 P, Дом n ЖАННЫ AR, m R, (z) 是 对 应 的 全 
项 , 则 与 多 项 式 P, f;z) 相 联系 的 机 械 求 积 法 的 误差 是 由 积分 


J! Rdv) asn) 


ARIAS, AAEM Ca, b) e, ЕЙ А, Со) 4 пенй Ж R, RA CT) 
WRM. BA WENEREI IERRA, ik Д-р 4 ИЕАЗ 
МЕР RER DIT IEY, Бл, ЗМ АЈА ЗА ЕО РОБ 55 节 )。 


第 二 ж 
ЖОКЛЕ ГТ ЕЕ 


21. Чаи ИЖЕ еним и АЕ, A т ЧЕ 
ЖЕНЕ КЖ ЇЇ E E 20036 БН ЗН, ЗАЧЕТА 
的 方法 ,也 就 是 提出 了 寻求 这 伴 的 一 个 多 项 式 的 问题 ,使 得 在 这 区 间 上 某 些 预 定 的 点 
处 ， 这 个 多 项 式 恰好 与 答 定 的 画 数 取 同 样 的 值 ; 同时 ,为 了 机 使 问题 具有 完全 确定 的 
性 质 ， 我 们 要 求 多 项 式 的 次 数 较 播 补 点 的 个 数 少 一 。 我 们 已 元 知道 , 在 这 些 条 件 下 ， 
如 果 嗲 插 补 多 项 式 的 存在 与 唯一 已 有 保证 ,但 对 近似 性 质 才 不 能 这 样 距 ;相反 ,与 揪 补 
点 的 个 数 和 位 置 以 及 被 插 补 画 数 的 性 质 有 关 , 在 各 基点 之 并 的 区 了 并 内 , 插 补 多 项 式 与 
炊 定 的 画 数 有 大 小 不 等 的 诅 差 .甚至 有 这 样 的 现象 被 指出 来 了 ,在 某 些 情况 下 , 当 基 
点 的 个 数 增加 时 , 揪 补 多 项 式 不 趋 近 于 答 定 的 夯 数 ,而 在 各 基点 的 中 问 振动 却 无 限 地 
扩大 (第 17 节 例 2 ) 。 由 此 可 见 , 如果 我 们 对 于 任意 一 个 在 答 定 的 区 间 中 回炉 的 画 数 
Е ОДС КУНЯ, BK, 要 解决 这 个 问题 ,各 种 插 补 方法 就 不 完 妈 适用 ,而 利用 别 
的 一 些 方法 可 能 具有 大 得 多 的 成 效 。 本 章 就 要 路 述 这 个 问题 。 

在 本 章 中 我 们 要 关 明 , 对 于 任意 一 个 在 有 限 闭 区 间 中 如 炉 的 夯 数 , 利用 次 数 足 够 
高 的 多 项 式 来 通 近 它 在 原则 上 是 可 能 的 ， 井 且 要 考虑 这 种 通 近 的 各 种 不 同方 法 。 

其 次 , 我 们 要 证 实 拉 格 朗 必 的 插 补 过 程 不 能 化 为 这 种 过 近 法 ， 就 是 姨 , 任何 一 组 
播 补 : 基点 不 能 有 效 保证 插 补 式 收 伍 于 任意 的 违 态 画 数 (第 27 h, 法 柏 定理 ) 。 

最 后 ,我 们 楼 从 可 能 的 方法 中 指出 拉 格 朗 团 的 插 补 过 程 的 这 样 的 一 种 变形 , 使 得 
对 寺 答 定 的 一 组 基点 一 一 用 夫 高 插 补 多 项 式 的 次 数 作 代价 一 一 总 能 够 对 任意 的 加 芒 
画 数 达 到 无 限制 的 一 致 逼 近 ( 第 28 节 中 的 费 叶 方法 ， 这 也 是 灯 尔 斯 德 拉 斯 定理 一 个 
REW), 

定理 1 (第 一 定理 )。 ш Ка) ЕА a<=z<b юза он, 
那么 жй е 是 怎 们 小 的 一 个 预定 的 正 总 可 找到 这 样 的 一 个 多 项 式 PO), эрч 
ВОИ б-ту 

IP(z) -f(z)|<e (1) 


成 立 。 


第 二 家 илкин | ы 


zma (第 二 定理 )。 如 果 f(x) 是 具有 周期 37 HERK пт 上 
个 预定 的 正 歼 ， 总 可 找到 这 样 的 一 个 
的 区 间 上 的 一切 入， FER 

TO): ве) 1 一 (2) 


这 两 个 定理 可 用 另 一 种 方式 来 表述 : 

定理 1。 任 一 在 有 限 闭 区 闻 a<x<b 上 连 炽 的 实 变数 画 数 作 z)， 可 以 展开 为 在 
Кы A 

2. 伍 一 具有 有 用 期 2 LEE Aa БИН 
fe, ПВН, 

实际 上, Б ёз, 5а, …, sw,… 是 以 雾 为 极限 的 正 数 序 列 ; 

ше. 
REEM! , 可 以 选 得 这 样 的 一 列 多 项 式 Pu(z)，, Ш аса RER 
1Р,(2) а) |<, (n=1,2,3,.") 

城 立 。 

由 此 可 昂 , 对 于 所 考虑 的 区 间 . 上 的 一 切 值 x， 

lim P,(z) =f(z) 

一 致 成 立 。 换 名 话说 ,多项式 椭 数 

Руба) +[P, (z) — Раса) ]+[РгСа) – Ра(х)] + 5 +СР, Са) — Ppa) JH 
ERW асас ОКЕН л Ek Сл), РАНА 1 推 得 定理 1。 

反之 , БЕШ 8 f(a:) 在 区 闻 асар 上 可 以 展开 为 一 致 收 全 的 多 项 式 级 数 

Ка) = Оба) + Ох) +++ Оба) +, 

AMEB, ЖАН 220) 是 怎样 的 小 ,总 可 选 得 这 样 大 的 正 整数 n, ВИВА ЕВЕ 

区 阅 上 的 一 切 值 z, 有 不 等 式 
ISC) ~C) + Оа) + + О (а) 11у 
因此 , 如 果 我 们 今 
PCa) =О‹(х) +062) +- + О„(т), 

就 得 到 定理 上。 

定理 2 与 定理 2' 的 等 价 性 可 以 完 双 同样 地 黎明 。 

灯 尔 斯 德 拉 斯 定理 具有 明显 的 几何 解 澡 .而 数 y= Се) (在 定理 1 rh) 可 用 这 样 
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ФРЕЗЫ, 9 RRT FOYA 
ИШ z 一 zo(a<zo< 力 都 与 它 相交 于 
一 点 且 仅 相交 于 一 点 。 定理 1 断定 
B HRPE E EH FEIT 
FOYER, ЛИЗЗИ 
形 是 怎样 的 “狭窄 "(图 10), 总 可 找到 
这 样 的 一 个 多 项 式 y=P(z), 使 得 对 应 
во 于 它 的 曲线 整个 潜在 所 距 的 带 形 内 。 

关于 定理 2 ,类似 的 断言 也 是 正 俏 的 。 

附注 1， 我们 知 过 ， 速 模 本 数 项 的 一 致 收 做 级 数 的 和 胡 示 一 个 速 找 醒 数 ， 所 以 楼 尔 产 德 拉 斯 
SEDAR ЕВЕ АРЬЕ ARENY (аса) 上 定义 的 醒 数 
G) роднее ЬН реле И ЕЛЕ. 


MER 我 们 只 要 训 确定 的 区 央 аа KREE, Я НЕНЕН 
ЖЇЙ(а<х<5) Е. ЖЗ L, АДЕ АЙ f(x) ЕС Сас) FUKWI, AAE 


м) 


ЖЛЕ (a <x<8) ЕЕН, 因而 可 以 选 得 一 多 项 式 P(x*) 合 得 
IP) fa) e (a<x<80). 
于 是 , 引进 新 的 多 项 式 
Рдтер (LED = (z—b) › 


амана 
1Р0) -Ј0х) | Ke (ах). 

同样, 定理 2 ПГЗ АННЕ ОЙ ААИ ВАТРЕ. 

ЖЕЗ. 定理 1 МАНЕ танув, SKE ден СЕНЕ 
ИИИНИН (a< co) 那样 的 情 汇 ;因为 当 变 数 乱 限 地 给 大 时 , 任 -多项式 的 狠 对 什 夫 
ОВ TI BEE EE DUE E езже ЕВЕ fC) 不 能 任意 选择 ， 同 奉 不 能 用 非 于 的 
区 并 (a<x:<6) 来 代 蔡 阴 的 区 并 (a 寺 x<b), 因 为 任 一 多项式 是 在 点 x+ 二 4 tuk tJ, Ft, ЖАЛ! f(x) 
Fu arb Чїй, 但 在 z—a 处 不 志和 BRESSE E 会 成 为 不 可 能 的 事 ， 如 在 
Оа 2 за Со) =—sin 1 就 是 一 个 例子 

由 于 灯 尔 斯 德 拉 斯 定理 非常 重要 ， 我 们 在 下 面 将 粉 出 定理 1 的 三 个 不 同 的 证 明 
(第 38 闻 所 蚁 的 费 叶 的 胜 明 不 算 在 内 ), 再 答 出 定理 的 证 明 , ЖЕБЕП ЕЕ 1/ 与 定理 
六 中 的 一 个 可 由 易 一 个 推出 。 
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РЬ, ЖЕЛЕО REENE 2 УЛОВ: — АВ stir 
的 (第 43 节 ) 而 另 一 个 是 C. Н, 伯 恩 斯 坦 的 (第 44 节 )。 


与 用 多 项 式 来 通 近 已 知 珊 数 的 可 能 性 问题 直接 相 联 系 的 ， 是 有 关 这 般 近 法 的 性 
守 的 另 一 个 癌 题 ; 换 句 医 闹 ,就 是 有 关 近似 多 项 式 的 式 数 ”与 近似 程度 ° 之 问 怎样 机 
关联 问题 。 关 于 这 方面 理喻 的 一 些 主要 竺 果 , 等 到 第 四 带 那 里 再 来 所 这 

22. 第 一 定理 的 A. DRRDRR 这 一 个 证 明 可 分 成 儿 个 部 分 。 

г. нф 


Sk 7 
=Ë, 当 z<0 
lal (11), 可 以 展开 为 在 区 网 一 1<z<1 «НОЯ 
由 泰 乐 航 数 的 一 般 理 喉 我 们 知道 ， 不 验 是 > 
ЖАН, ИСЕ) 总 可 以 展开 为 在 
EMKE ВИ, 


— 1 1 1.3 
Мы жазды; nt 7, ай T бы 


37 


ши 
ЖЖЙЕЗЕ, FERF, MEEA | + | <1 上 收敛 性 以 及 一 至 收敛 性 都 
成 立 。 


事实 上 , 秦 乐 展开 式 
fO ло) 00 Fe += +290) „в 


中 的 余 项 可 以 写成 积分 的 形状 


нира 
ЈР) а "as, 
在 现在 的 情况 下 , 有 


в, 


—1) “/( —u 
э т=ш)» — = 


1) H. Lebesgue[1]. 
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因此 ,注意 到 当 0<w<1 时 ,起 


п) 
所 以 1 
<l, FENE: 


1 .1.3 … (2n—1) 
ая ао саа 


КАСИ r ha 4 Sl. t, 34 n E m СРЕ: 因此 
ш} К„| =0 
〈 对 于 区 闻 | 才 入 1 上 所 有 的 上 值 是 一 致 的 ) 。 
$ t= 1—a2, 我 们 得 到 展开 式 
ааа +/1—(1—з5у= 
аа-а) разве PED азун, (8) 
对 于 满足 不 等 式 
-aalsl 
或 
ау 
的 z 值 , 这 个 展开 式 是 一 致 收敛 的 。 
ДЕН СА) 中 足够 多 的 项 ， 就 可 以 得 到 一 个 在 区 阅 1z| 和 1 上 的 多 项 式 , 它 与 ]z| 
的 观 差 可 任意 小 . 


ж, 当 1720, 
мо, м т<о 


所 定义 的 除数 y= С) (68155, 可 展开 为 区 间 一 1<x SiE- ;至 收敛 的 多 项 式 级 数 。 
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这 可 从 等 式 


Xn) = Ez 


推 得 。 我 们 注意 , zx 二 0 МГ Сл) ЖЕНЕ, <0 时 也 是 如 此 。 
T. этти оса РАНО 
t=  G=0,1,2, n), 
Оаа а, < Tn=1 
坟 且 在 所 有 区 于 zi-,SzSaiG= 1,3, ул) E, CRAN 


的 条 件 , жыя, 


UE) =I H WY) 201. (4 зар, 
мб 


PANO ТРЕК оаа заела. 

在 几何 上 , В Ст) 可 用 顶点 具有 坐标 MG у) (i=0,1,2,…,n) 的 折线 来 表 
С 13), 

М В fJ E ОАЕ ИГЕН ЖЕЕ HEH E, 那 就 是 我 们 可 以 把 画 数 (x) ЖЫЙ Tisi t 
有 限 和 ， 


одеа) Ф 
= 


HEAK с HER 
= 
Wz) =y Pc G z) =>, (®=1,2,-,я) 
来 决定 ;这 些 等 式 形成 一 可 解 方程 组 。 
于 是 等 式 (和 对 于 点 z, 成 立 , 但 它 在 各 个 区 并 上 必定 也 成 立 , 因为 它 的 左右 两 映 
都 是 变数 z 的 线性 画 数 。 
我 们 合 


к= lal. 
= 
ВРС) 是 这 样 的 多 项 式 , CERM z| <1 上 满足 不 等 式 
6а) — Р-р. 


于 是 我 们 有 不 等 式 


100 PB Rc HE 3F 5 8 S BE FRQ 


<X ial Mer) Paa) K 


ta) -|v +5 Ра =] 
= 


15 


ico 


所 以 


c P(z —z) 


是 粮 出 两 数 7(z) 的 通 近 的 一 个 多 项 式 
汉 。 现 在 可 以 在 一 艇 情况 下 来 外 明定 理 1, 通 在 区 阳 0< = БЕ TAN 
数 fCz)， 不 瞪 生 是 怎样 小 的 数 ,总 可 以 选 得 这 样 小 的 8(>0), 使 得 由 不 鱼 式 
lz 一 ml<6 OKKI, без”) 
TARER 
IfGn-fam| <+. 
把 区 间 0<x<1 分 成 这 样 的 子 区 并 zi-iSz<zi， 使 得 每 个 区 阅 的 长 度 x 一 x 
小 于 8。 如果 кака, В e—a) <À, ВИ 
f(z) fp l<. 
ЕШ y= OEF ARA E (л, (лд), ИЖ. хулла, W 
么 r(z) 显 然 夹 在 数 Uti) 58 (z) ZÜ, АП f(z,-)-5 Сц) ЖЛ, Тїї 
Fand Ка). 
推出 
a-f 
最 后 , 角 P(z) 是 这 样 的 多 项 式 , 当 0<z<1 时 ， 
ta- PGD |<. 


PRA t WPAN C- KISE) h, RIERA: 
UG)—P(z)|<|fGz) -f| + If) —t(a)|+ 160) PE) 


= = 8 
<t? 
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因此 , 多 项 式 PCz) 满 足 定理 1 的 要 求 . 

23. 第 一 定理 的 E. 兰 道 的 证 明 ?) 在 前 面 所 叙述 的 维尔 斯 德 拉 斯 定理 的 勒 具 格 
证 法 中 , 以 条 用 多 角形 折 炎 来 蔡 代 已 知 连 积 曲 线 作 为 出 发 点 ， 而 与 定理 发 现 者 采用 
过 的 方法 相近 的 兰 道 方法 , 则 完全 是 在 另 一 观点 上 建立 起 来 的 。 

В 2,(z, 为 是 在 区 域 0 和 zs<b 0<4s1 上 痊 定 的 两 变数 z 与 # 的 夯 数 , НИИ 
MPR ”在 这 里 对 取 一 切 的 正 整数 值 。 此 外 , БЕК 2。(z, 妨 满足 下 列 各 条 件 ， 

1) 9, (ay ) 83k A t, 井 且 对 于 变数 上 是 可 积分 的 ， 

2) 无 喻 5 是 怎样 小 的 正 数 , 关系 式 


№], и 200—0 (5) 
对 于 变数 z 的 一 切 值 是 一 致 成 立 的 ,并且 积分 是 展 布 在 满足 不 答 式 
|z—t| >ò 
的 点 上 的 范围 上 的 ， 
8) 15 Q(z del (6) 
in 
HFM 


"<z<1-n  (0<1<4) 


上 的 一 切 值 > Ж—#їй, 
如 儿 z) 是 定义 在 区 间 0<z<1 上 的 任意 -个 连 种 机 数 。 引进 而 数 


= [Јадда @m=1,2,8,...), 
不 难 证 实 
lim у.) =f(z) (7) 
对 于 区 并 1<z<1 一 n 上 的 一 切 值 = 是 一 致 的 。 实 际 上 ,可以 每 
Јал D о а s.a, faya, (в) 


其 中 第 一 个 积分 展 布 在 区 间 0<r<1 中 满足 不 等 式 |t 一 z1<6 的 那些 t 值 上 , 而 第 二 
个 积分 展 布 在 区 间 的 其 余部 分 上。 我 们 这 样 来 选取 6， 使 得 由 不 等 式 |z' 一 x |<6 可 
得 不 等 式 


а -faM 


1) E. Landau[1Ji Ch. Vallée Poussin[1]c#uarie Hi T 32 (652606. 
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由 公式 (8) 显 然 推 得 
ло ла) nE DED- 


+] g, ot Лю = Азан O| „оа -1]. 
所 以 
Па ао асад Om 
+ соо — fay drt Ifl) Јела. (9) 
m . 
Ë MAISO ЕР ЕЕК. WE л ж, АРЗ 
еседа оаа) 


е 
f e. (ра вм 


[对 于 区 并 (0, 1) 的 一 切 值 可 都 成 立 ,那么 注意 积分 号 放下 有 17 ду, м 


mas f. FAY| fG) —fGz) |< | f(| + | fz) <2M BF, НИ Н (9) (假定 
#< Ml, 


П еда ],8„«,оа+зм.] @„‹х,й+м.| w асов |< 


+м. 


<il) MotM рува 

于 是 关系 式 (7) 已 建立 ; 

为 了 要 征明 站 尔 斯 德 拉 斯 的 定理 1, 现在 只 要 证 实 可 以 找到 画 数 序列 9, (r, D, 
这 些 而 数 具备 1) 一 3) 各 性 质 并 且 是 变数 + 的 多 项 式 :在 最 后 这 个 条 件 下 , 画 数 /C+) 
也 是 变数 + 的 多 项 式 。 

兰 道 所 指出 的 画 数 2w(2; 忆 其 有 -下面 的 形状 2。 

S.G p= ОЛО ia pm = LI (а-о. 

° Г аву 


显然 ,2。(z，* 信 十 工 的 多 项 式 并 且 不 能 取 负 竺 [性 质 1)]。 另 一 方面 ,如 果 |z-- 引 
1) 在 第 157 页 上 有 分 王 中 的 积分 的 竺 算 法 。 


` 


~ 
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„(0 — 


и жїййїп ETELE Щ 2). 
ЖАЗИТ па п, 0<1< Fs FERIA.: 


[1-@-)]ш аву 
f Дін 


f: a Ра Г ава 


IKA (2,0) dt=- 


' а-®"ш 
Г а-та 


所 以 
—a-mpsa [а-а 


Ј а-аа 


Soora fa-e ndt а) 
7 


т 


2 fa- “fas ЕГА 


Гео а-|< à 


О ИНГЕНГЕ RL 3)]. 于 是 


Ка) а НО Гор саана 


Саа От) ВО. 

所 以 , 礁 尔 斯 德 拉 斯 定理 已 就 区 并 7<z< 1 一 ?证 明了 ,因而 对 于 任何 有 限 的 区 
间 也 就 证 明了 。 

24. 第 一 定理 的 C. H. 伯 思 斯 坦 的 证 明 1) C. Н. 伯 思 斯 坦 的 方法 能 锣 避 多 一 切 
计算 , 因为 它 的 脸 让 是 在 二 项 展开 式 


(р+д"=} Ср ат" ao 
= 


1) С. Н. Бернштейн[1] (1912). 
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的 熟知 性 质 上 建立 的 。 我 们 要 简略 回忆 一 F 尘 名 的 被 称 为 "大 数 法 则 "的 柏 努 利 定理 
的 内 容 ， 顺便 也 要 指出 在 定理 的 证 明 中 为 我 们 所 需要 的 由 П. Л. 契 比 谢 夫 提出 的 
at. 

RE E AHER TARDU RR rh ny ЗЕМ AAE RE + 是 在 试 
只 的 结果 中 瑟 发 生 的 概率 (Оос), RARE, ВИА n EER. JH m Ж 
ЗАЛЕ n ЖӨН ЕЕН ЛИЕ 已 发 生 的 次 数 。 于 是 柏 努 利 定理 断定 县 ， 不 答 1 与 9 

Qi6 一 0) 是 怎样 小 的 数 ， 对 于 是 够 大 的 什 я (n >то=тпо(1,9)) :不等式 
вет 

成 立 (其 中 "概率 人 》 表 示 括 弧 内 的 关系 式 的 酸 率 )。 换 句 首 跤 ， 使 事件 已 发 生 的 浆 

数 与 任意 的 试验 次 数 之 比 与 在 单独 坪 验 中 事件 发 生 的 概率 两 者 相差 超过 所 答 任 意 小 

数 的 那 种 概率 , 在 钰 驹 的 次数 足够 大 时 会 小 于 任意 小 的 数 。 

契 比 谢 夫 天 才 地 答 出 了 这 个 定理 的 简单 证 明 ， 这 个 让 明 建立 在 应 几 数 学 期 望 的 
方法 上 , 它 可 由 下 面 的 补助 定理 推出 来 ; 如 果 U 是 某 一 个 量 , 在 试验 的 车 果 中 可 能 收 
这 种 或 者 是 易 一 仲 非 久 的 数值 ,差生 A 是 它 的 数学 期 户 , 那么 

概率 | ОАВ <, ар 


其 中 上 是 任 一 正 数 。 
如 果 我 们 合 


就 可 得 到 析 努 利 定 理 。 大 家 知道 ， 
4 一 数学 期 望 (如 一 z】 = <Q < 二 


由 不 等 式 (11) 推 得 


然后 只 要 取 


ЗЕН Т ЖЕТЕ, 
重要 的 是 , 上 面 答 出 的 数 no WOWETIK8CF z. 


Ж ИВ ЕН 


Срат а), 
显然 ， 


Ў mm — x) ml, 
我 们 规定 在 记号 


EE-E,+E, 


另 一 方面 ,我们 注意 , ЖЕ n ЗАВ h 3 AF Е ЕН: m КН $s TF 


азу 


h, у 是 对 那些 使 不 等 式 | 区 — z < кёз) m ОЯТИ, TAE 是 对 那些 使 


т 


相反 的 不 等 式 ;加 -一 2| DORS т ИКИ. 
显然 ， 
概率 || m а У стаю", 
根据 柏 努 利 定理 ,只 机 zwo, 就 有 
У, Саа а)", 
EFAÈ p 划 由 公式 (12) 推 得 


E, Саа л), 


аз) 


ал) 


M TREMPA, ВАЖЕН С. H. 伯 恩 斯 坦 指出 的 多 项 式 .。 г 
ERM Оа) ЬЕ ИЕЖ— ТНК. 股 M 是 它 的 模 的 极 大 值 , Ft 0 是 这 


НЕЛИ WN д", Же) С) Ср. МН т дуро В 


ВИКА РК, 


мл А оны пу 
ваа у (#-)сиа-в "=. 
айни 
lim В, (2) =) 
ЖЕМ OSSD Ы z Jk— Sk. 
ERE, поло, ЗАА 0D 与 (14, 我 们 得 到 


(15) 


(16) 
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IB,G)—fGl -| Ў) - p= fay cs a- "|= 
= £ 


] x 2) ло јет a-a => < 
<X,| Д) лә став" + 
+ Д) ey Jena," 


Ст а) тамУ Саа аут 


8 =E +... 
<р жам 0-45-58, 


附注 1. SR УА, ЯРДА ЛЬ 被 利用 到 的 是 数学 上 一 定 的 类 
ЬЯ, IEF ЕВ АНИЙ Сто, по no 3)) 不 等 式 (13) 成 立 ; 概率 脸 中 的 术 路 却 
可 以 完 妈 漆 旨 要 想 汪 突 这 一 点 ， 我 们 下 接 来 三 明 不 等 式 (19) 就 好 了 (而 这 与 柏 努 利 定 再 的 王 明 
Ию. 


因为 在 和 
У) „станаа 
中 m ERER — я>, 所 以 
pe raam «У а) Ст amQ x) "< 


<, (m--nx)? C? кт д)", ат) 
= 
另 一 方面 ,把 恒等式 
У) СТ prar m=(p+a)" as 
= 


对 于 变数 力 微分 , 然后 用 РАНЯ, 我 们 得 到 


В 
Ут Cr pm arm=np(p+a) my аә 
т 


ЕЕ, 49 


P Оу р" а'-"=пр(яр+дФф+ш—®. Фо) 
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在 恒等式 (18), (19) 与 (20) 6 р=х,4=1—х, ВЯ т, —2ях 与 工 去 乘 它们 井 且 相 
加 起 来 ,我 们 算出 (17) 式 右 端的 和 : 


В 
У оппо) Opang тетка, 
= 

因此 , 由 不 等 式 (17) 失 出; 


1 
4n ` 


У) „Стат а-а) < 


显然 ,要 不 等 式 (13) 成 立 , 就 只 要 把 # жакт ЗЛ АТАЕВА. 


МЕЕ 2. ЖЕТЖ, 作为 E. 兰 道 与 C. H. 伯 恩 斯 坦 的 方法 的 基础 的 ， 是 同样 的 思想 ， 区 别 在 
于 依 顿 于 囊 粹 变化 的 参数 上 的 丽 数 2w(x#, 旭 ,在 这 里 为 依 顿 于 整数 指标 m ВУИ 


9, (7 )= Ст тах)" 


MARTIRA 
(шс, уа 
эзїї 
т) ‚(т 
E 24) (т) 
mtu. 


面 数 o,(x, Т.) АЕ 9,(x, DAER. ЭТЛИ 
{удаад 


ЗВЕНО „С, DWE FIAR E ПС, ОЗ 
的 不 诚 夯 数 ; 2 在 由 不 等 式 | 一 x|>S( 其 中 是 任意 小 的 
正 数 ) 所 定义 的 区 关中 ,ws(z 力 的 全 变 差 当 尹 无 限 堆 加 时 
关于 z 一 至 地 趋 近 于 9, 3) 在 整个 区 并 0<x<1 k, 
En G D) 0322383635 n 无 限 增加 时 关于 х 一 至 地 趋 近 于 
了 这样 就 可 以 把 上 述 两 种 情形 耘 一 起 来 。 

例 1。 喜 作 多 项 式 Bio(z)， 使 到 近 于 图 14 中 由 经 沦 
REMAR Ca). AF Bo (a) 具有 下 面 的 形 0 
ж. m 14 

Вю(х)=0.25(1—х)10+-0.47 х 10х(1—х)9+0.65х 45x2(1—x)s+0.72x 120д%(1— х)1+ 
十 0.65x 210х%(1— х)%+ 0.20 х 259х5(1— х)5-+ 0,08 х 21048(1—х)4+ 
+0.23 х 120x11 — х)14+0.69 x 45х®(1— х)?-+ 0.83 x 10x3(1—x) +0.86х хю, 
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下 面 是 在 形 如 了 的 点 处 已 知 醒 数 的 值 与 近似 多 项 式 的 什 的 对 用 表 . 


| [ 
А | oo | от | оғ | 03 | 04 | 05 | 05 | от | 08 | оз | 10 
Воо) | 025 | 043 | 056 | 057 | 048 | oss| 045 | oari oss| олт. ose | 
| ж || 025 | 0.47 | 055 от | о | 020 | 0.08 о | 0.69 | 0.83 ose | 
L р 1 = 


#12. БИЗЕ Г РАКЕ (а, В) КИЕ йузи 22857. 
4 0—а=1, F(t) 三 (a+ 二) 我们 写 出 关于 丽 数 下 (1) 的 近似 等 式 


FO~Y, F(Z) CR ma-i), 


= 
о аа 


m 
гаду, (ант L) ся сато on, 


m= 
915. БХИ А ЖОН ОТ Еру (—1, 1) НАУ /(х) = |х|. 
ERR В.С) TA FIARE H: 


ar- 总 jiz о-да 


К анн). 


例 4. БОБА, ЕНИН Й УС) =e 和 的 В, (х). 
ж. 


ЕВ (Б=&-а). 


#5. ЖМ (— 5, HE RRE УС) =cosx 的 Bala). 
СА 
В) [овд ti Esin)" + (cos itsin"), 
25, С. H. 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 若干 性 质 我 们 要 估计 当 用 多 项 式 ВОК 
已 知 而 数 久 +) 时 所 产生 的 诅 莽 的 阶 。 这 时 我 们 要 对 f(z) АЭ Ы, Ш\л) 
жиш, ун дозаны pR E 
(6) SK (21) 
的 一 般 导 数 7"(z)[ 其 中 ma(9) 是 Ce) 38 883. 
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首先 我 们 注意 , 把 恒等式 (18) 逐 次 对 变数 微分 并 用 记 去 乘 ,得 到 一 些 新 的 恒 等 
A: 


прср+ "= mop ат”, 
7 


nln— DpCp+g)" +p p+)" = Em Cip ar, 
п(п 1) (n2) p+ 4)" +nn— Dp( p+ g)" + прСр+) "т 
=c. 
g 
п(п 1) (п 2) (п —3)p'(p+q)" + 68nn — 1) (п 2) p +g)" + 
tan DPCp+ 0 арорат Cpr 
Фф. ХОНУ p= rq lr 代 人 以 后 成 为 ， 


Caan(l—zr)"m=1, 


тС am унтпа 


Me м 


Ўст wU r)" menla ant, (22) 


т С aO т) "=nn— 1) (п—2)ул%+8п(л—1)ухл%+пх, 


Me -M 


т Ст zm(1—z)"”"=n(n—1)(n—2)(n—3)z*+ 
+ би(п—1)(и-2)22+1и(п—Юд2+пх 
名 等。 于 是 应 用 二 项 式 公式 ， 我 们 得 到 
È (т па)" д1 д) т 
=3 Uar) па (1—2) (1-62 612) <Am, (28) 


其 中 А 是 常数 , ЛМК z, 也 不 依 顿 于 zx。 
回转 来 作 通 近 的 估计 , 我们 可 以 写 出 : 
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Baso D| (A)r cara- 
可 是 ,因为 接 照 素 乐 公式 有 
(H-ra) (тута 


(а) (о (таео) Со, 


ж 
ЖЕН. 592 介 在 如 与 + 之 间 , 所 以 由 此 推 得 
во Ў (а) стана ауте 
l rw үүт Сы ун-т 
+57 whs z) Opanda)" m 
HFE (= -a Lam -Orama 
Ss ` и ы А 


MAARAMA, BAER EED., рд на дин ук 


Вс) У 7" aED] < 


1х. wP 27 n-m 9 
(у Ср а вте, ө» 
把 最 后 这 个 和 分 成 D У и, ЖУК 


[т-а < 
成 立 的 那些 项 都 归 玉 第 一 个 和 /而 使 这 不 等 式 不 成 立 的 那些 项 就 归 及 第 一 个 和 
Ën 
在 第 一 个 和 中 , 由 不 等 式 (217 我 们 得 到 ， 
SEP) Са) | овраг) < Кай, 
因而 


Da кту ( 所 -zj cy а) 


第 二 章 ” 礁 尔 斯 德 拉 斯 定理 111 


ск У, и Исаака", (25) 


在 第 二 个 和 中 ， 
ЕЯ) Р Са) 12м, 
Ж М 是 1"(z) 的 最 大 模 ,因此 


wx (тя) Срат ауте 
< (т) Срна вун 


<2 Mh Da Устата атт, 
жйжз 023), 于 是 又 推出 : 
X, <m Di *Ат?=ЗАМЬ п, (26) 
ВК К 2А), (25) 55 (26), 我 们 肯定 ， 
Ва) fay, А рисо] 2 кавам n, 


ГЕТ ЕТИ 
lim n[B,G) 7] авио), от) 
或 者 , 写成 新近 等 式 的 形状 ， 
Ве) Пед жать». (28) 


шя, тк чол С.Н. ЧОН, НН 
TEPES OTARIA ОНИ s RRA SCE), ане 
№. HEHA, ERA T A ОН. 

С.Н. ДУИ ERA E R, ERE КФ, maqa 
ан оов Со), ЖАНЕ РАХ B DASO 
ийыш 

1) #% Е. В. Вороновская[1]-5 С. H. Бериштейн[?]. 
2) 把 这 公式 与 第 24 MAPA 1 ВОВА НИТ ERARAS. 


D ЗЕН, № TEETAR KR ERON. 
4) И. Н. Хлодовский[1]. 
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lim B, (z) =f'(a2. (29) 


ЧЕН В, СОН, 
1 У т Yen ml унт 
Ва Уна тета а-у" 


—(n+ та) "Је 


KAK, BERAE ЖЕТ, ЛЕН, 
в È Срат (Eset 
+ [rem -7 人 全)]jesza-or (то) ao 


EGRO 右 端的 第 一 个 和 趋向 于 极限 "(x)， н В T S’ Сас) ЛЯ 
№. ЖТ ЖЇЕЗ:Ж Л m 38. H оО) Е У" Сас) б И, 我 们 得 到 ， 


š [rem (а) а-о 
<о()ўста"а-әт= }), 
= 
ея A 
аазга, А А ИРНЕН ВР ОС), WAPI BP) 
ЖИА Са), 
lim ВС) =/°® (z) G=1,2,...). (31) 
实际 上 ， 


во Ў Ут) ср Чана pss 
И \а+Е ах 
-È (I eza by DC mht Dm x 
x[G+h—m-+1)-:(n+k—m)]z*-b(1—z)"*h-=m = 


б үз 
ы руль m \om т (n+k—m)1 „ск, pyn 7а 
(р) тару атта ауте 
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ал cf mth \ omp (m+h)1 (п+Ё—т—Һ)\ унты 
=a сїў 7( )c = ml атур OTD 


+в Гу - +h усн ан) 
о уси aca s( 2HE IOE (1— z). 


ЖЕЛЕ Ёк В К ЖИЫН ЖЕН, БУКЕТ, ME gk fa) ЖЕ К 


z= 


m 
п+Ё 


НИНА ВОИНЫ Я Л1 А УСС) дета А-Я ЯН, ВАН 


= «+01 у m Yer ma —_z)"— 
meo, EBL Уа) ата-а), 


但 由 第 10 5 055083), RIIS: 


+k 

其 中 

т m+k 

НЕЕ» 
因而 可 以 写成 

1 2 6-1 үу уп" 

во) ар) Н) лоот таат 
或 者 , 换 一 个 写法 ， 


BR, G) = У ее) Ст mG —z)"""+ 


+ SL) Са) ]CR а в)" 


$ 


(т) (р) eec- am 


在 (32) 的 右 端 三 个 和 中 ， 第 一 个 和 等 于 Sa), А РОН 
k= КИЕ ВЕДАЕ) з 最 后 , 第 三 个 和 也 趋 近 于 雾 , 因为 在 这 个 和 的 前 面 方 括 


114 СЕ Ж ЕЖЕ Ж. E 


弧 中 的 因子 无 限 地 减 小 , 而 和 的 本 身 显然 不 超过 М», 在 这 里 , M JE РОС) 的 最 大 
模 。 于 是 等 式 (31) 得 到 证 明 。 

ETES A EEE ENER: RTE О 
чиш, НЕРВ ASO), LIRE BPCO 到 地 着 近 于 юа), RE 
Bt, ВК 


Ка) = Виз) + Po [Вии В, Са] 


可 以 深 项 微分 任意 多 次 。 

Таро Kaytas, ТЬМЕ НЯНИ a, Я) (0а SSD 上 具备 正则 
性 时 ， 可 以 作出 更 多 的 入 给 ， 屠 这 是 多 项 式 Bw 不仅 在 这 个 神 彼 上 而 有 也 在 某 个 包含 它 的 复数 
Р СО, ПЕНЕВА В,С) —> УС) НЯНИ. Наль 
Bn) 的 性 由 到 复数 区 域 上 这 种 研究 是 由 1B. НЕНИЯ] 1991 年 开始 的 ,并 且 在 C. 昌 .人 
出 组 的 着 作 [3](1943) 中 得 到 了 最 后 的 完整 成 果 。 

28. 第 二 定理 的 钙 明 以 及 第 一 定理 与 第 二 定理 的 联系 假定 画 数 f(z) 是 过 本 的 
并 且 具 有 周期 27, BEDAE WER 2, 只 要 证 明 可 以 选 得 一 个 (关于 变数 z 的 ) 三 角 多 
项 式 序列 

БА] (n=0,1,2,.…), 

这 些 多 项 式 (关于 两 个 变数 ) 具 有 周期 27, 闪 有 在 区 域 0<x<27,0<t<27 中 满足 下 
列 各 个 要 求 ， 

D FRRO, e ОЖ НЗ е ИЛИ, 

2) жейд (>0) 是 怎样 小 的 数 ,关系 式 

ыз 


lim 9,(z,)dt=0 


нэ) sts 


对于 基本 区 间 中 变数 z 的 所 有 一 切 值 一 致 地 成 立 } 
з) XAA 


lim [7 2 (a, д1 
对 于 基本 区 闻 中 变数 z 的 所 有 一 切 值 一 致 地 成 立 。 根据 第 23 节 中 一 般 的 理由 ,这 是 
很 明显 的 事实 .。 

жж, Вий, тиер 


1) Ch. Vallée Poussin ВУЁАЈЕГ1)С1908). 
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an z—t 
和 ан 00°" а 


-cos ынын 
Fl ыс үс» 
f cos? z“ 


т T3- n1) 
实际 上 , 首先 知道 2。(z, 蜂 确实 是 以 2 为 周期 的 三 角 多 项 式 。 这 一 点 可 由 公式 


сова = 1+ соз (а—Ю]=-у U +coszcost-+sin rsin D 


以 及 cos x 1] sin a ЛЕЖЕ ЖЕНЕН 1636 а -5 E ВЕРЕНА ЕН Ж EBR ЯЕ ЗИК 
АЗК) СЕЗЕ НН НЯН, Е 1) 是 明显 的 。 ЗЕ 2) 可 由 以 下 事实 推出 : 当 
х+д< С х+?л—д 


时 ,不 等 式 
ЕЁ ош", 
另 一 方面 ， 
ах р E nt ó д 
J сов" dt > f. сов” dt > эсоз'" д, 
所 以 在 所 哆 的 区 并 中 ， 
cos 2 үн 
о a ， 
oui 
因而 


lim 9,(z,D=0 


(一 致 成 立 ), 由 此 推 得 2)。 最 后 ， 性 质 3) 可 由 性 质 2) 推 出 ， 只 要 注意 


ТАЄ 9, (z, t) dt= =° f 


со 27t ш 
=1. 


= вов 222 de 


(对 于 工 的 一 切 值 一 致 地 成 立 ) 。 


定理 2 可 以 作为 定理 1 WRTA. RISERS AE STEK M 
wD. 


1) 参考 他 的 专著 [2] 。 
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我 们 首先 假定 , Britt à 8 09 3Ë B. R. # J) ЭЙ 22 JES Ec Сас) BABAG. 
Кате cos 及 在 区 间 一 1 和 二 +1 中 关于 变数 ! ОВ, ER. атс cos t 的 值 是 选 得 
满足 条 件 0<arc cots 的 。 根 据 定理 1, 存在 着 这 样 的 多 项 式 PO), 使 得 不 等 式 


| Jarc cos D -Р(0) |< (—1<:t<+1) (83) 
成 立 ， 其 中 & 是 任意 小 的 正 数 。 可 是 这 个 不 等 式 显然 和 下 面 的 等 价 : 
1Kz) 一 PCcos z)| <ë (0O<z<z). (34) 


在 这 里 用 一 x ЖК эл АНИ, РА fC) Р(соз т) АВИА, RAR 
出 ,如果 不 等 式 (34) 可 以 这 样 表达 的 话 ， 自 然 它 对 于 整个 基本 区 间 一 rs<z<+z 成 
立 , 因 而 对 于 z 的 一 切 值 也 成 立 。 
转 到 一 般 的 情形 ， 我 们 现在 假定 f(z) 是 任何 一 个 以 9л УЙИНИН Ж. F 
жк 
ра) = Ка) + f~r), 
VELK) 一 太一 z)]sin т 
АЛИЕН, ЕНЕД УЬ, ВМВ. НЫЕ E ЕВ ВУИ, 然 论 e 是 怎样 
小 的 一 个 正 数 ,可 以 指出 这 样 的 多 项 式 РО) 5 ОСО), 使 得 对 于 z 的 一 切 值 ' 有 不 等 式 


12) — P(eosz) |< 


|Ф(ж)—О (cos z) |< >. 
由 此 推 得 ， 


|#(a)sin2z— P(cos z)sin3z| 一 人， 
2 


1yCz)sin z—Q(cos z)sin z| <, 


而 最 后 用 加 法 得 到 
I[pGo)sin?++W(a)sinz]—[P(cosz)sin*++ Q(cosz)sinz]| <ë, 
m 
ау (аўаш?®—Тубл)|<®, з) 
共 中 T(z) 表示 三 角 多 项 式 
P (cosr)sin?r + Q(cosz)sinz, 

把 应 用 到 了 (z) 上 的 时 论 同样 应 用 到 面 数 了 ( =+ 等) 上去, 我 们 可 指出 这 样 的 三 

角 多 项 式 75(z)， 使 得 它 满足 不 等 式 
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|27 (z+ 2) s= Tsa |<e. 


在 这 里 把 z 换 为 工 一 他, 我们 得到。 
|2 f G)cosz— Te(z) | <8, (86) 
其 中 Ta(z) 又 是 一 个 三 角 多 项 式 。 把 不 等 式 (35) 与 (36) 相 加 起 来 井 用 2 去 除 , ВАМ 
得 到 ， š 
f 0) -Te, en 
жн Т (т) = ОО 1300 是 一 三 角 多 项 式 。 
反之 , 定理 1 可 同 樟 地 简单 地 从 定理 2 ВНОК. Ef Са) 是 在 区 间 一 1<z<+1 
НО, Вав 2, ， 存 在 着 三 角 多 项 式 了 (x), 对 于 z 的 一 切 值 , 它 浇 
ERER 
| f (созт) — T (a) |<. 
由 此 推 知 , E x H —х АЯ, Ж | f Cosa) —T (~a) | <E, 又 有 


У (cosz) -TOT |<. (88) 


三 角 多 项 式 TORA T (z) =C (z) +5 (2) 的 形状 ,其 中 


Сб = YT avcoskz, 5жу= bi sinkz, 


= = 
因为 显然 

ТТ с, 
FA ARERR (BBAT AEE F FA 


| f Gos) Уза coste 


к 


<e, 


在 这 里 用 arccosz 来 代替 z, 我 们 得 到 对 于 区 间 一 1Sx 和 +IEz 的 一 切 值 都 成 
ЗЕЙ ЖЕ: 
e rey Eana 
T,G) =cosk arccosz 
ЖИРЫ. TEEM BAED., 
BHE. 定型 1 也 可 以 从 定理 2 用 这 样 的 方法 得 到 ， AIRES RE 2: f (x) BE im Bo: Jx YE DC N 


<, 
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Т ЬН MRA DEER ЕАН и 
RERS Ст) =f Ст) їз 其 克利 用 周期 性 条 件 了 (x+2m) =f GO) 把 它 开拓 到 x 的 一 切 
值 上 去 .在 不 等 式 

ID-T 
HOER T GO k=: 85251), T (о) 的 每 个 形 如 cos hx 或 sin kx 的 项 可 以 用 由 公式 


у рн, (При 
951 бы, sinte E от (39) 


得 到 的 泰 乐 展开 式 中 若干 个 项 来 代 短 ， 使 得 这 时 总 的 驶 差 不 超 过 号 于 吓 得 到 满足 不 等 式 
ISPA 
的 通常 多 项 式 P (x). 
为 了 要 用 类 似 的 方法 从 定理 1 导出 定理 2， 可 以 利用 秦 乐 展开 式 1) 


arcsinx= У сид" ( 1z1<t, larcsinz|< £), 
7 
由 此 推 得 
х= Yc, sinar, (40) 
7 


并 且 在 区 并 УТ АКИ ИСК. ЯК 为 友 过 移 项 后 我 们 得 到 


s=7- cncosns (41) 
7 
СЕЕ 0<х<т ЕДА ОКН). 
Фо) =фб) урба), р 
ФО) 2007070), y= £ Ота) 


янне 


@(2m—z)=q(2), }@т—х)=—у(х) 
PRRI. 


Ë Pi(x) 是 求 得 的 这 样 一 个 多 项 式 ,使 得 当 0<x<r 时 ， 


сд РОС. 


在 Pi(x) 中 用 和 
N, 


D п, #% Г. М. Фихтенгольц W, 北京 大 学 高 等 数学 至 研 宝 梁 ， 微 积分 学 数 得 ， Ив 
Е 414 页 
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Ч х, 信 足 够 地 大 ,使 得 用 多 项 式 


N. 
TW =P(E— Pocosns ) 


ЖИЛЫХ Pi(x) 时 ， замала, 于 是 有 不 等 式 


-TDS (0<:<3). (42) 


另 一 方面 , 胶 Pa(z 是 求 得 的 这 梯 一 个 多 项 式 , 使 得 10 РО СЕ ОНРЕМ-т< z< 
7). 利用 公式 (40), 我 们 像 前 面 一 样 得 到 三 角 多 项 式 


№. 
Ta(D=Pi( > Á, sinnx), 
5 
它 满足 不 等 式 


Y-T (за). aD 


KERA) 5 а ЖЕ a A-o RB аа. & T (x) +Ty(z) =T (зн 

到 
ад Т0) 11б) Туб) + G) Тб) |<. (44) 

27. 关于 播 补 基点 的 法 柏 定理 证实 了 (参考 第 17 节 例 DIESER IEA E 
下 , 插 补 多 项 式 不 一 定 趋 近 于 被 插 补 的 加 种 两 数 后 ,我 们 就 问 : 是 否 狂 完 不 能 这 样 来 
， 使 插 补 过 程 对 于 任何 加 可 醒 数 都 收 敏 ?就 这 方面 米 看 ， 辟 如 酸 问 比 
点 是 否 比较 适当 些 ? 

在 解答 是 肯定 的 情形 下 , 我 们 就 会 得 到 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 新 的 有 明 方法 。 

本 是 回答 只 能 是 否定 的 ， 任何 -起 基 点 都 不 能 使 得 插 补 过 程 对 于 任何 的 过 炉 机 
Жо. 

为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 必须 从 稍 远 一 点 的 地 方 着 手 。 同 时 我 们 要 从 三 角 的 情形 
开始 。 — 

我 们 水 征 突 下 面 的 断 首 。 不 脸 变 数 6 的 值 如 何以 及 下 整数 АИТ, EAS 
их 


`. 


X60)= Ў аса 


Г 


1) J. Faber (12914). 
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edr 


9) = ysinC2k 一 1 (45) 
k= k 
ал ресет 
IKO) | <L, le) | <M, (46) 


зум ати. 
施行 微分 法 ,得 到 


, sin2nð 
ив = Ў scr- Т4 


BI ORR 我 们 肯定 在 区 间 OSISE E MOHA 


2m—1 


ЕЕЗ 
бб (быз) 


ЖЕ ЛЫЙ. ЖЕ Ж: {И AO ARE 的 增加 而 减 小 。 事 实 上 ， 


в, 


处 有 杞 大 值 ,并 且 在 点 


зы 
Wmr) 一 Ke 一 Га а= к Е 


үт ^а op 
+5 тя sinô 


51 ч и L Jusco, 

27 等: sind inf 9+) 
因为 在 积分 的 区 并 中 ，sin 2 是 负 的 ， 而 在 括号 中 的 表达 式 是 正 的 。 同 样 极 小 值 
MO 5838 т 的 增加 而 增加 。 最 小 的 极 小 值 等 于 

n sin (2 — -D2 
M= = ЗЕ ——— 


因为 在 上 面 这 个 和 中 离 首 项 与 离 末 项 位 置 相同 的 两 项 , 共 分 子 的 相对 值 相 和 所 以 这 
些 项 的 和 是 正 的 , 因而 AC) >O, 由 此 推 得 当 0<9< 他 时 ,4(6) >0, 另 一 方面 ,在 这 同 
^к, 


n, Sin(2 — Эзу 
<) = 5—: зг. 


ГЕ 
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当 半 无 限 增 大 时 , 最 后 这 个 和 显然 有 有 限 的 极限 


in DE р fring 
i 42>0. 
名 
шн к, (46) 中 第 一 趟 -一 目前 还 只 是 对 于 区 间 0<0< т, В 
广 它 到 9 的 一 切 值 上 去 , 只 要 注意 
MXz-9=)0， 20-8) A. 
зз (б) kR, 我 们 来 考虑 新 的 多 项 式 : 


рй 
мөн 5. З". 


因为 


lg2, 


1 人 1 
ро нө < Уз 


所 以 利用 不 等 式 (46) 中 第 一 式 , 由 此 推 得 
ju) | <20 +182) = M, 


š 1 = 
`£ О-В 


现在 可 以 征明 ,多 不 式 
созд | cos20 cosnb 
»(0) = ++... 一 
__cosín+1)0 _ _ cos(2n—1)0 _ cos2n0 
1 n-i п 


яр» киы илаа 
1966) |<, (47) 
дв, жа, 


DOI= | Ép [eosoi—k+D0—eos(a+b)81 |= 


= |an 2. р воно |«а|(5) | «амал, 
由 上 所 述 ,不 难 计 算 N, 可 是 N 的 数值 如 何 , UKRA, 
И ЖЕНЕ ВЫ п 区 的 播 补 多 项 式 可 以 和 被 插 补 的 画 数 有 很 大 程度 的 盖 别 ， 我 
们 现在 要 科 论 一 个 基本 补助 定理 , 可 是 这 个 补助 定理 也 有 其 独立 的 意义 。 
НЕВЕН" ЧИН, ДАРНА, RA G 0-0,2, m 是 
Сия Нн nHL Лий, BEDAE л жин рага ани 
таму ТВ Го ат, 
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IT*O)I<1 (48) 
PLDA O= жь тч 
IT*(@*)|2tlgn, (49) 


_1 | соз# ‚ 0820, _ | cosn@ 
9-9 + Ви ) 


— _ 1 [08419 _cosn+20 _ «зле 
9) = (200110 4 = 


2 
我 们 看 出 , 对 于 任意 的 与 9 这 些 多 项 式 的 和 
90)200 +100 (270) 50) 
的 相对 值 不 起 过 1, 
2 1ф00) |< 1. (51) 
JA e RIRI ARER D E A DEEI ERSE, EELNE ЭО n ИКЕН 
补 多 项 式 T Са, 0), 使 得 在 各 个 点 处 , CRIS 2a KER 


O, = [pe +p) 
所 中 的 值 相同 、 这 个 多 项 式 具有 如 下 的 形状 ， 


тео уеп ран), 
共 中 心 (8) 是 满足 条 件 (参考 第 9 有 有) 
0, 当 isek 
Ыы (CT =,n) 
1, ЩЕ 


Hn ЖИМ: £ ЖАК. ERAR), 又 可 以 写 


тею De) рав H Ўра) + 
= 


ул 


+z CHODIL O) Габа 0) сар 


+в + (+), 


к 
因为 (9) 的 次 数 等 于 ,而 7(9) КС Та, 
+ =c, RIR 
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Тв) = ® @) + ею + зе в) лежеа, |. 


在 大 括 弧 中 的 表达 式 是 参数 “ 的 三 角 多 项 式 ， 其 中 的 常数 项 等 于 零 。 由 此 可 见 , 可 
以 这 样 选择 =, 使 得 这 个 表达 式 成 为 零 ?。 于 是 我 们 得 到 ， 
т", Фак (1+. — ти ign, (58) 
现在 我 们 用 等 式 
T*(0)=T(e*,0) 

来 定义 次 多 项 式 Т*®. 这 个 多 项 式 满足 所 提出 的 要 求 ， 

匡 由 关系 式 (52)，T* (6) = T (e*,0) =0(а", 6, рїї 

IT @д|=|Ф вр ИХ 0) + 1р (а* +90 I<, 
ЗВИК (58), Ф 6" а", 我 们 得 到 
Теба) Туа) аап (на), 

这 就 证 明了 我 们 的 补助 定理 ?3). 

所 耳 的 补助 定理 立刻 可 转移 到 基本 区 并 (一 1, + 1 中 的 通常 多 项 式 上 去 ,存在 着 
这 样 的 正 数 5 ЖИРЕМ z, 010,1, от) EEM -IILH 上 怎样 的 n+1 个 不 
网 的 点 ,总 可 以 作出 一 个 具备 下 述 性 质 的 次 多 项 式 P*a): 

г. 1P*(zD1s1! @=0,1,-,л), 

2°. IP*(z*)|>tlgn (—1<х*< +1), 
[只 要 作 一 个 对 应 于 点 4=arccoszi 的 多 项 式 T* (0), 然后 合 созт, cos0*=x*, 
ФЕ Р" (жу =Т*(агесов2).] 

我 们 现在 提出 这 样 的 问题 , 如 果 知道 在 区 阅 ( —1, +1) 中 的 次 多 项 式 P (z) 在 
A a G=0,1;-— НВА L 问 在 (一 b 十 中 它 能 取 怎 样 的 最 大 什 G? 
因为 

PEEP aLa, 


г") 


其 中 


1) 实际 .上 , la (a) JU ВНТ cos ma 的 项 ,其 中 тел, П) 2064—04) +0690) ЯЗ сов та 
与 sin ma 的 项 ,其 中 mn, ПРЕЗЕ RARES E. 

2) 如 果 在 三 角 多 项 式 T(8) 中 缺少 常数 项 ， шл" Т 00000, 这 就 吉明 在 整个 周期 中 Т (0) 不 能 保持 符号 
жж. 

3) B0B1698F8B FLR (L. Fejér [1]). 
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Аб) E a 
L= ое, ао =Пе-зо, 


#21 


所 以 
PALË IP [IL GIS IL шах Ë` IL 1=G. 
他 д << 45 
Н зотон, В 


LILE =G. 


imo 


DREHS G 值 是 精确 的 , 因为 它 是 由 条 件 Q, (z) =sgn L, Сат) BHR ЗЕ n KERR 
Q(z) 在 点 x* 处 所 达到 的 值 ,J ` 
由 前 所 证 可 只, ЕВА Ж z, G=0,1,.--, n) fi, RER 


Сов (54) 
一 定 成 立 . 
我 们 现在 来 股 想 不 渝 由 取 怎样 任意 的 基点 
aya (m=0,1, n; п=1, 2, .*.) 
而 作出 的 揪 补 过 程 。 股 G, 是 满足 不 等 式 
[Ра )|<! от=0,1,.‚,л) 


fj n X £ Р (z) 的 最 大 的 反对 值 ; 股 О Ст) ЖЕК h 0 & RC, 它 在 某 一 
点 лї 处 达到 数值 Gn: 


M 10,0) |= G,. (55) 
ЗЕМ, 重要 的 是 , 从 不 等 式 (54) 可 推出 
lim G, =00. (56) 
各 个 数值 Gn 具有 这 样 的 性 质 , 使 得 由 不 等 式 | f (а?) | ЗМ 可 得 
1Р„Озх)|<МС,„ (-1525+0. > (57) 


根据 灯 尔 斯 德 拉 斯 定理 ， RIPKEN, ЖАЙ n 如何 ,总 可 以 作出 次数 >n 的 多 
HR К,а), Е, $ 

1°. 18 „(2 |< (—1<хҗ& +1); 

у 1P, Rin | 过 去 Gs 


事实 上 , & F (z) АНЕ F (а?) = Q, (aR) 与 |F(z)1<1 AER 


D вап X HRH, — 138 0 fk X ЖЕ, УЖЕ. 
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ШК. BEHEREN EER, 存在 着 这 样 的 多 项 式 КС), ВЕНЫ Ru C) EF C) | 
KE, MAEM IE E 选 得 这 样 的 小 , 使 得 最 后 这 个 不 等 式 保 评 不 等 式 1" 与 2° 成 立 ; 
这 可 由 下 面 的 事实 推出 , P, СК, зя) О К’) (ЖЕК, ЗСУ F (ар) 
亦 即 与 Q(x) 的 其 可 以 任意 地 小 ,并 且 有 等 式 |P,(Qw3z3)|=|Q,(z%)|=G,。 
选择 整数 序列 


mmm Cn C 


532298 20848 
Вы, (а), Р, (а), Кы, со, RG es 
RSR 
ET (р=0,1,2, ...) (58) 
与 
G, Gh, — G=0,1,2, 1) (C59) 
成 立 ; 由 公式 (56), 最 后 的 不 等 式 是 可 能 的 。 我 们 有 : 
IROL (аа), (60у 
IPn Rapal 16. б) 
BAEIT DEHEB IK / Со), 
= >= e R, Gy, (62) 


mv 


HFAB KI, smana, 


Bit f (a) ан ар (60) DKE YO = — = вво 可 以 推 得 。 
= 
我 们 现在 来 计算 КО =): 


P, (fz) = £= zez 


1 
"¿o * P, (Вуз) +P,, (prs r), (63) 
3ehE+ 

>. 1 
a= У В, (а). 64) 
VG, "P 


pakt 


1) 事实 上 ， 命 op 一 -二 一 ,我 利用 (59) 与 (56) 担 到 


өн 
— Жөн Сб A 
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3818 (63) i= RRA HEERA ze 知 第 一 


项 当 此 增 大 时 保持 小 于 某 一 常数 。 对 于 第 三 项 悦 ， жетил Сай; 事实 上 ， 由 
(ва)унгя. 


lal<a Ў л zez 


于 是 利用 (56)，(57) 与 (59) 推 得 : 
2С, 
EA om 


至 于 第 二 项 , 则 如 不 等 式 (61) 所 指出 , 当 Е 时 它 大 于 Уб, ， 因 而 无 限 地 增 
大 。 由 所 有 这 些 精 果 推 得 


"а 


ІР, (юз) |< әд, 


Jim P,,( оо, 


WA Pa Сул) АЗЕР f G). 

ЗЕНА (У АННА e kiri Tr DA- T RH 3 4530344122 ЭТИ 38] 05 9 ЖЕ ЖА NL 
(Р. Erdis 5 Р. Turán [1] ЕК, Жн ОДНО, 我 们 采用 后 面 第 三 
章 中 所 介 粘 的 概念 与 术 放 。 当 利用 平方 收 伍 性 替代 一 致 收 敏 性 以 减 泪 收 合 性 概念 
时 ,通用 的 " 揪 补 基点 系 是 存在 的 。 确 切 地 哎 ， 

ПОЕМ ао БЕДЕ ЕН, (9. СОЖ СОНИ 
#пез# ЫС» Рича DEAR o, CD Bb (P.C, D) ЖАН 
F CVENI ATARA арт, п) ВАЗНИН ЛУ, / (<) 是 在 所 和 
ао ое, иет, PASC АЩ a< < далан 
ЕН 


lim [P 9 С) Сав =0 (65) 
总 成 立 。 
顺便 ， 由 此 立即 推 知 , 只 要 权 p(x) 在 我 们 的 区 并 上 具有 正 的 下 界 
ртр, 
那么 关系 式 (65) 可 以 用 不 显 含 权 的 下 列 形式 替代 : 
tm f P,a) -f Ce) yde=0. (вв) 


例如 , 在 把 勒 跷 德 多 项 式 的 等 点 当 作 播 补 基点 的 情况 下 , 这 是 成 立 的 。 
МЕНЯ ЯВА ЗЕ ВСЮ (И. П. Harancoa[1], 第 548 — 549 页 )。 
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28. жерик Ер ”重新 回 到 通常 的 拉 格 朗 翌 宪 补 法 。 虽 然 如 我 们 所 
B, АИОН НЕЕ ТЕ, AEE, ЗАТОН ООВ 
ff, 在 适当 选择 基点 时 ， 还 是 可 能 改变 矣 补 过 程 使得 它 收 你 。 这 就 是 股 ， 我 们 要 证 


实 ， 例如 ， 当 2 一 21 заал Paia) 是 这 样 地 作出 时 ， 收敛 性 成 立 : 在 契 比 


BRIA zf —cos 3 处 , 插 补 多 项 式 与 所 焰 的 卫 数 符合 


Р, 1260) =), 
井 且 在 这 些 基点 处 , АЧИБ ОБЕ, 
= or 
关于 多 项 式 Р, СР) 的 公式 可 由 第 一 章 中 公式 (71) 得 到 (第 13 节 例题 人 ,着 
提包 含有 导数 的 项 都 失去 了 ， 


Рад Ў КР, En 
= 
其 中 
Кс) агат 1500 >] i Т. (2) =cosnarecosz, (68) 


Бра, ЕНБ T |z=| <1, AA (68)1ir R. 
hx)>0, (69) 
除 此 以 外 ,在 (67) 中 合 f (2) =1, 我 们 断定 
Уно =1. (10) 
"п 
ТЕЖЗ 3k 6 ER, 我 们 可 以 写 ; 
ке» ы È OLKOON (71) 


并 且 由 (67) 减 去 (71), 我 们 得 到 [利用 不 等 式 (69)]: 


Рива —f C) | =| È LS GR) —f JAPE) | < 


= 
«У 1f GS АФС), 
> 
把 最 后 这 个 和 分 成 为 两 个 


1) L. Fejér [1](1930). 
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É- +Em 


Ар —z| < AAAA > AATE aP а |р т E 0, 
6 是 这 样 选择 的 正 数 , 使 得 由 不 等 式 |z 一 x"|<5 (—1<z'<1, —1<z”<1) 可 得 不 
BRIS E-S G| С f Са) ВНЕ, 这 是 可 能 的 ]. 于 是 根 撕 不 等 式 (69) 与 
公式 (70), 我 们 对 于 第 一 个 和 得 到 ; 


И) С Са) ED hn (eS М? A. (Та) 


至 于 第 二 个 和 , 则 用 М 表示 三 (z) 在 线段 (一 b +1) 上 的 最 大 模 时 , 我们 就 得 到 ; 
Хи лет —f G) ира М Хит. (14) 
现在 我 们 注意 , | —z|226 时 , 由 (68) 推 得 : А 
2 


n) 1 1 Е 
коо 2. (3) =з ` 
所 以 由 不 等 式 (74) 可 得 : Ы 
Уилер) уд. осо М, 
因此 , 我们 最 后 从 (72) 式 得 到 ， 


Раза) —/(а)1< +4 


u 
选取 任意 小 的 数 E, 及 与 它 相对 应 的 ó, 然后 取 次 数 n ё К, 使 得 不 等 式 
жа 
成 立 , ЕИ 
Риз) 06а) |<, 

ЖЯ ТЖ, ХЕЗ НИКЕНИН ҮН, ОКРЕНУ ТЕЗЕ ЗИК СНВ ME АУТА 
Э.С НАНА НЕЙ Т, ОВЕ ЕН А ЦРК НОВ Р 1-6 倍 (其 中 上 倍 是 任意 小 的 
数 ) 时 得 到 . 

BH i H ERED, SAR Poni (f; zx) 的 导数 为 等 的 条 件 可 以 大 大 地 减 能 ; 只 村 在 
搬 补 基点 处 这 些 导数 的 值 不 增加 得 太 快 . 例如 , 在 条 件 


ТР (fi )1<. (en—0) а5) 
v 


下 , ЖЭШ ЛИРИ (在 那 渴 松 书 上 第 三 章 第 5 节 中 有 证 明 (MH. П. Натансон[1]). 


1) L- Fejér[1](1930). 


第 三 章 
平方 逼近 法 


23. 用 最 小 二 乘法 逼近 画 数 。 最 简单 的 离散 点 组 的 情况 ”假定 要 求 出 一 多 项 式 
Pr), 在 输 志 的 不 同 点 z, 处 取 已 知 的 值 %Gi 一 0 1,2, т), 这 时 一 般 脱 来, 多 项 式 
P(z) 的 次 数 不 会 小 于 НЕК mE KEE, 那么 多 项 式 P(z) ЖЕРТВ 
补 公式 算出 来 第 八 节 )。 但 是 对 于 很 大 的 值 "， 作 出 拉 格 朗 看 插 补 多 项 式 时 自然 会 
过 到 非常 繁复 的 计算 ; 此 外 ， 如 我 们 所 已 部 看 到 的 第 17 节 )， 如 果 数 % 是 某 一 插 补 
ШК =) 的 值 Ск), 那么 大 量 的 播 补 点 远 远 不 能 保证 用 插 补 多 项 式 可 以 较 好 地 通 
近 丽 数 。 所 以 提出 这 样 的 问题 是 完全 合宜 的 ， 寻求 一 多 项 式 zx), 其 光 数 为 一 小 于 
т GRJ E An m, We E а, 处 即使 不 是 依 切 地 ,也 至 少 在 菜 种 广 差 范围 内 取 值 y。 

在 这 样 的 情况 下 通常 所 用 的 方法 称 作 3 法 ， 拓 且 可 概 巡 如 下 。 我 们 想到 
选 覃 多 项 式 


Paya ncm) a 


>] 
的 系数 ax та ча 

P(z)—y,=0 (i=0,1,.…,m) (2) 
成 立 。 一 般 阶 来 这 是 不 可 能 的 ; 然而 我 们 可 以 设法 这 样 来 选择 ck， 使 得 这 些 等 式 左 
端的 平方 和 (也 怠 是 在 输出 的 和 点 处 所 求 多 项 直 与 已 办 的 值 之 间 从 关 的 下 方 和 ) 尽 可 
ЧЕН. ЗАВ, 要 使 表达 式 


E -Ère -yy KED 

ТЕ š > 
ШАНАЕВ E 的 公式 中 不 用 Pz) 而 把 它们 的 表达 式 (1) 代 入, 那 就 会 知道 
Уж a, 的 丽 数 , 即 一 个 二 次 多 项 式 . 此外, 因为 由 公式 (3) 可 知 , 部 不 可 能 取 负 
伺 ， 所 以 极 小 值 的 存在 可 以 认为 时 就 确定 了 。 极 小 值 可 能 为 正 或 者 一 -对 适当 的 值 
ж 与 % 一 一 每 于 圭 ; 在 后 一 情况 F 所 有 等 从 (2) 就 恰好 被 满足 ， 为 了 要 确定 能 使 加 
ЛЫ неа, 的 值 ,必须 按照 微分 学 的 法 则 兮 一 对 所 有 系数 a, ВОВЕ СНЕ. 
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于 是 我 们 便 得 一 线性 方程 组 : 
2 52 = Erpao-yast=o, 
或 者 另 写 为 
È papzt= Ўл @=0,1,.-,л). 
= = 
借 公 式 (1) 可 以 把 这 一 方程 组 写成 下 列 形 状 : 
ЎЎ а= У yah 
[= Зы = = 
或 者 兮 


т, т. i 
сь= аР _(p=0,1,...20), y= boya! Q=0,1, n) (4) 
= 


时 , 还 可 把 它 写成 下 列 形状 ; 


В 
Daicn=n  Ч=б, ню. (5) 


п 
方程 粗 (5) 有 无 唯一 的 解 要 看 这 一 组 的 行列 式 


ва се 


Си Сп 


би. акел ил: 可 以 断定 它 的 值 可 由 公式 
С туг + Е в, 8) (6) 
НН, ЗЕНА ЖОК КЭРТ, 而 它 里 面 记 含 的 每 一 数 ЖЕКА ООЗЕ 
Ko, Zb Em O, A TREDE RIIB Hf: 
CW Eos Eis 58.) P= Wy Ei Б) En, JEn, Ea Е 
ИЯК 正好 就 是 把 行列 式 W(Ëo, Ei +, En) RIFA +D RRR: 这 里 求 和 法 
是 在 数 (0, 1,2, … 罗 的 一 切 置换 (yo ru ут) 上 进行 的 ; 而 符号 orren JARL 


或 一 b ЖНИ Оз, от) 是 偶 的 或 奇 的 而 定 。 先 来 时 答对 应 于 乙 换 (0，1 n) 
НОЖ, MEREN, 在 行列 式 


11.1 
Бю h o 6. 


WS0, 5 8,) = 
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的 第 二 列 中 放 进 因子 E EREA ШӨ Н SS%, 然后 再 对 一 切 值 所 G=0,1,--,n) 
相 加 , 便 得 行列 式 Co+h。 若 此 后 转 而 考虑 和 数 D 中 的 任何 一 项 , 例如 对 应 于 置换 (wo 
sz) 的 项 , 那 就 在 行列 式 W rh 4474384 05836, 则 因子 [yowi…yw] 平 方 起 来 
即 成 为 一 了 , 而 对 E, 相 加 后 ,和 前 面 一 样 ， 行列 式 又 成 y 
为 Cnt， 因为 n+1 阶 行列 式 的 项 数 等 于 (n+)1, 由 
此 便 得 等 式 (6)。 
由 所 证 得 的 等 式 能 作出 座 断 ; 行列 式 С, 异 于 
ЗР, НОЛЕ. WEE, 因为 т>, KREA NSE] 7 
(6) 式 右 端 求 和 记号 后 的 各 房 德 医 行 列 式 中 ,一 定 有 由 ш i 
n+1 TERENE д 898236, MORETE BERR F, БЖНОЙЗЕТЕ: 
ж. 
这 样 ,方程 粗 (5) 就 只 有 一 租 解 。 
从 方程 (5) 与 等 式 (1) 中 消去 各 系数 ah 就 得 到 所 求 多 项 式 P(z) 的 公式 : 
0 1 zx 
% босу 


Р(х) =Р,(2) = — |р аа ч 


Yn Cn Си 


在 这 里 数 cy 与 力 是 用 等 式 (4) 确定 的 ;特别 ， 如 y; 是 某 一 夯 数 灰 z) 在 点 z, 处 的 值 ， 
Ш 


Кара (8) 
з 


Е 2 不 是 随便 选取 的 , 而 是 为 了 保 逢 使 微分 
8 
о ЗОО 
х=0 1 2 3 4 5 6 T 
y=14 13 14 11 13 18 16 23 
(图 15) ， 我 们 得 到 
co=8, с1=28, с=140, с3=784, c|=4676, 
Yo=12.2, 71=47.3, 7 一 252.9. 
由 此 可 见 ， 
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0 1а [8 98 
Рід=— |102 8 28|: | rtonos 
[47.3 28 140 
рл де A 8 28 140 
Pa(z) 一 一 е 5 р ы + | 28 140 184|=1.441—0190х+0.0432. 
я 140 784 4676 


252.9 140 784 46761 
， №2 取 一 个 一 次 多 项 式 PCO БУДЕ Imm eME, 1, DAR” 
BAROM: 


2 F pam re з 
= DEDA f (Z) On—3m+1)+32m—3n) х]. 


30. H ВАС IIHR. MRE Са) НЕ рс Ca, b) ЕК, 
HA n KEAR РО) жаі, HAEREA TFA, ERKA 


E = Ўро -fed ` ву 
名 
H JEH ауй= 0,1, …ya) 是 从 这 一 区 并 中 用 某 种 方式 选 出 的 一 得点。 我 们 也 可 不 
HAKE ИЕЛ 
1 ред удас ао 


Жїл. WETA, Ч rsat 100,1, отурба), MEARE E h I т 
eso mis tali, WASIRA 了 

在 构成 和 数 时 , 所 有 的 点 x; 起 着 同等 的 作用 :我 们 在 时 喻 时 ,好像 所 有 各 等 式 
(27 的 被 满足 是 同 答 重 要 的 。 然 而 可 能 由 于 某 种 原因 ，(2) 中 的 革 些 等 式 对 我 们 有 较 
ЖМЖ, TIEUA, ЧИ, БЕРИШ y, 是 用 不 同 的 仪器 进行 观察 而 得 
米 的 , 那 末 , 当然 我 们 就 会 对 那些 借 静 精 依 与 较 可 入 的 仪 党 而 获得 的 数据 有 较 大 的 从 
任 与 重视 。 在 数学 上 这 可 表达 为 :使 成 为 标 小 的 和 数 从 要 用 更 一 般 的 和 数 


E- ЎР) -ned ap 


来 替代 ЖЕН р, 是 任意 的 正 数 , 称 作 权 , 而 此 时 和 数 忆 称 作 加 权 的 和 数 。 通 常 我 们 把 
权 户 来 正规 化 , 使 得 它们 的 和 等 于 一 ， 


Бэ 


闻 样 ,如 果 要 在 区 间 Са, Б) 上 用 多 项 式 Рх) ЖЕ ВИК fC), 由 于 某 种 原因 
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RENER SZER MEERA E НЕДЕ ЖИЕН АССИ ДИЙ, А АЕ 
ЗН В Е РА ИК р(х) ЖЕ“ U, 而 要 使 下 形 的 “加 权 ” 
积分 


т=]! peor Pe -A pas аду 
вл. 
把 所 考虑 的 和 数 与 积分 两 种 情况 都 来 推广 , nr ЗЕЕ ЯЯ 
1= Ро) уро), аз) 
ЗЕ ООВ M Ca, b) HERRING 把 它 按照 等 式 
Јаре = оз) 


О В ылы л Gita 
pz)， 如 果 而 数 业 (z) 是 阶梯 的 ， 亦 即 只 在 基本 区 间 的 某 些 点 z, Bb fE BEBE р, ТЕСЛЕ 
ЗЕМ, 部 么 积分 (13) 就 有 (21) 的 形状 ;如果 夯 数 业 (z+) 有 冲积 的 导数 V E) 三 pCz), Nl 
么 这 识 分 就 化 为 (12) 的 形状 ， 
最 后 , 我 们 假定 , 通 近 多 项 式 P(z) 是 “广义 多 项 式 "， 
PG) ария) ада) + +a,p, Ga), as) 
ЖЖ PG=, 2, v1, AREFE Ca, b) В.Л ВНЕ 
ROERE T вла 
Рави Tasta) + ++а„р„(е) ав) 
ао tima 
1= рро) -fe dwr) an 


为 极 小 。 

у “ин. 在 以 后 , ВА q(x)PUR УС) ХЕК АПИ НУЛИ, ЯЛЕ ШЫ Н БИНА ЯНИ: 
Е EFEK ФС), ЖЛ, 
СМИТТИН БЕ НЫНЕ Чехе ри а 了解 为 多 项 式 一 通常 的 多 项 式 或 三 角 多 
项 式 一 一 就行. 

与 前 面 所 时 论 的 特殊 情况 (第 29 节 ) 一 样 , 积分 /不 是 负 的 而 昌 是 条 数 的 
式 多 项 式 。 由 此 可 见 , 概 小 秆 存在。 向 分 后 便 得 方程， 
тоў“ | ipay ap GD40 G) =0, 


аһ 
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或 者 
fireon adda 0,2, т), C18) 
我 们 规定 用 糖 写 配 号 ; 


@, у= ФР) = [or сааса). аз) 
于 是 方程 组 (18) 就 成 为 
абур) = (р) &=12, n), (20) 
= 


它 的 行列 式 
|Р) Фр» = 
(фәр) (Фарз) 


` (фиф„) 
(PPn) 


С„=С(фьфь Pa) = | 


| ФФ) (9,92) > (ф„ф„) 
(格拉 旭 行 列 式 ) RAND, MSEE, 重复 并 推 广 第 29 节 的 推 还 ， 不 难 断 定 下 ~- 等 
式 成 立 : 

берь», = 


= 去 [ff роса ув) Сарсаз Са). 08) 


我 们 将 假定 ,格拉 姆 行列 式 G, 是 正 的 : 
G,>0. өз) 
E AAEH FIRE УЖ — ЕХ ЖЫЕН]. 
D BE q (z) G=1,2, «зу, H ES (r) ЛУНАН. 
在 这 一 假定 下 可 以 求 得 (参看 第 19 节 ) 值 xd, д, е, до EB Ро, ай, +, х0) 0) 于 是 在 点 
Ой, х0, зао ОВСА, Б (ху, za Xn) D0. 如 果 积 分 范围 分 别 换 作 每 一 点 x, дО, +, 
ди 的 相应 邻 域 , 那 末 右 端的 重 积分 只 会 减 小 ; 而 这 样 得 出 的 重 积分 无 疑 是 正 的 。 


2) и q Ge) G=, 2 т) НЛА, HER рх) 有 正 跳 中 的 增长 点 的 个 数 不 
я. 


en 


D ЗЕМ Н/Е ЗЕР REKER: 
[f oroo F< f odyo feodo. 
APERA HTAR 
UD COo 


99 ар ао 


不 可 能 为 负 而 推 担 的 。 
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Е о G=—1,9,-—-, 
О y RU] P 3638 З 
Фара Pa D2 (Su В Бн)» 
而 它 显然 有 正 值 
ЗВЕЧАН ИЕ 了 和 在 实际 应 用 中 是 有 效 的 . 
D 要 在 区 并 (一 1, 十 1 中 用 形 如 已 (z) 一 ao 十 qax2 ВВЕ ЗИ ГО) Ф 
VC) 一 为 亦 即 要 使 积分 
(latas ñ—fGodz 
эш. 
БИЧ, 22} 在 (一 HD ИЛЬ ВЫ [Eh BBE 1) 这 问题 有 唯一 的 解 。 
D 要 在 区 了 C—1, +1) HERRES я KAIO РС) Жо УСО, BE 
ООН, JORIE i= у, 在 这 此 点 的 号 下 为 = 0551,2, <<, N): 这 有 是 要 和 数 


BL -A 
эшл. п 


虽然 增长 点 不 是 分 布 得 到 处 稠密 ,但 是 在 入 #4 的 条 件 下 ,由 假 肌 2), 这 并 题 有 唯一 的 解 . IN 
便 提 一 下 , 契 比 响 夫 [3] 合 研究 过 同一 类 型 的 问题 . 
现在 回 划 解 方程 组 (20), 从 等 式 (20) 与 恒等式 (16) 中 消去 各 系数 ak， 便 得 所 求 
的 多 项 式 : 
0 gr) фз(х) = p,(z) 
SPD (PP) (PP) --- (PPn) 
Ра) E Р„(ху= —|(f92) (PP) (PPa) … (PPn) | 


фаро) (фифа) (PPn) | 
(PaP) (PaPa) "+ (PPn) | a 


: | | 
Чә PPO DPD — apa | | er gaa gg) | 


. (24) 


|С/Ф„) 
也 很 容易 算出 积分 了 的 极 小 值 ， 实 际 上 , 由 公式 (24) 得 ， 


f) фаба) Фи) 
1 Сер ү 


. Pr(D Ја) = (25) 


G, “ý 


СР) 
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另 一 方面 ,方程 (20) 有 下 列 形状 : 
(Pp,)= (f9,) G@&=1,2,.--,n); 
借 公 式 (15) 之 助 , 从 它们 可 推出 
(Pus Р,) = f, Pp) 或 (Paf Pa) =0. 
所 以 把 积分 的 极 小 值 记 作 n, 时 ,我 们 便 得 : 
n =(P,-f,P,—f)=(P,—f,P,)—-(P,—-f,fy=—-(P,—f,f). 


再 回 到 公式 (25), 最 后 便 有 : 


[ А 
даете ВОН G, , 
| FFn) 
л 
= СОБ) 6 
Ке Обь уфы ° (20) 
e 91. БЕА РЕМО, 
e 1) Каа о) (第 
1995). 
HARON HA 
f(D= фб, фб 
RALE рс) ва. 
„бр =1, Сиа) = (рр) =, 
2 z Сеир) = Иде, Сд 1, 
м в 所 以 
В: 1 | 
1 1 1+ 
рд=- |9 1 |, Ei =z- 
ig 让 + +| 
423 
(№16). 


912. Ям р(х)=1—х ЖИМ. 这样 选 择 权 是 为 了 要 保 吓 在 区 间 的 左 端 有 较 好 的 到 
在 这 种 情况 下 、 
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(од (од (ә), Сә) Csi еду 


因而 
0 1 x 
с 4 е i ++ 
A311 | | 1 
Е 5 i = 
Р(х) 12 ° 6], | 1 1 pe 1) 
111 [61 
w 6 12 
(SAH 16). 


#15. О НОЙ /Сх) віп sR O, > 上 用 二 次 多 项 式 Ps(x) 的 平方 逼近 . 
答 ， 
6 16 _80)_8 (3.28 _ 190 
рі) = (3+8) 8 (3428 190), 
40 (11248)... 
45900422 +8) м] 一 00232+0.6269z 十 01771x2。 


SELBAK AHRR F, 亦 即 当 而 数组 pC) G=1,3, …， ЖЕ 
的 情况 下 ,第 30 节 中 的 各 公式 能 大 大 地 简化 。 
BARFE M Ca, b) ЕК fC) в (=), ИБ 


a= fra) ae (а) =, өт) 


那么 称 它们 [在 已 知 区 关中 对 于 权 2) BERND, 
EAEN Ca, Р) ERR Сад, А 


GDP= сдано = (28) 


ВЕСЕ Са, D RAFE Са MERN. RI ЕТА О 
Фб) фаба), Pn G) 
АСЕ P Ca, D) RAEE VC) ТЕЛЕ Ж, 如果 17 租 中 任 一 夯 数 是 正规 的 ,着 且 2 
钥 中 任 两 不 同 画 数 是 正 交 的 ， ў 
Фвр=1 G=1,2,-,m, an 
«0)=0 “ixj бу. ar 


1) ЖЕЕ Л. AMR RA ЕН ОЕ НЕВА"). К-Ж 
的 产生 可 以 这 样 来 改 明 : .上面 所 写 出 的 等 式 其 左 端 是 一 些 乘积 的 和 的 枉 限 , ЕЛВЕ AEREE НЕВЕ К 
的 条 件 是 

“a+ Ppat+ yi72=0, 
其 左 痰 也 是 村 积 的 和 ,这 二 考 之 朗 在 形式 上 相似 。 
D ASAR EEEREN, TOETREK ЕДТА DR. 
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RAE Se kya ЖЕЎЕТ Н КОНО Ж Ф„ (2) (x 二 1 
R G(9 а, …9m) 化 为 等 于 一 ,而 公式 (23) 变 成 如 下 ; 
Р(х) = Pp (ах) =hipi(z) + рә (а) H А, G), (80) 


…) 是 正 交 的 ,那么 行列 


ж 
kef KODAD bs GD 
所 以 名 TERERAA Т ож а, D, BROO) 830278, N 
жипке КЭШ) ЖООК ЖОНИ“ XART DEA ВК 
Rax Eiso (82) 


БРИТ. 9—8, TAE u, 我 们 就 得 到 比 (26) 更 简单 的 表达 式 ， 
ССНУ з) 

в, ЗЕЙ, ОЕШ n ЖН, ГАН, 
Ук<ол. (84) 


17 
е Е ЛЕА 
Ф.т) PACE), Фа), е. 


из (34) аг, УЕ НО, ПЕЛИ, 


LESUN) (35) 
= 
(RIN пиар. ` 
由 关系 式 (33) 得 知 , СЫ”) N 
人 (86) 


形成 一 不 增 序列 。 然 而 这 也 可 以 更 早 地 预先 看 出 。 带 实 上 , 在 多 项 式 P (z) 的 次 数 
ЗЕ n В, и, 是 积分 了 的 极 小 值 :在 多 项 式 次 数 不 超 过 ?+ 上 时 ，l。 是 同一 积分 的 
极 小 值 。 语 然 第 二 个 条 件 比 第 一 个 条 件 的 限制 少 些 ， 在 第 二 种 情况 下 的 极 小 值 就 不 
会 超过 第 一 种 情况 下 的 极 小 值 。 所 有 的 数 и, 从 某 个 时 刻 起 可 能 变 为 雳 ,但 是 ， 显 然 
这 只 有 在 画 数 九 z) 本 身 是 有 限 个 画 数 px(z) 的 线性 组 合 时 才 是 如 此 。 


D 按 公式 (31) 所 确定 的 数 tn РЕ ЛЕЗО (О (xz)}(n 一 1 2, 3,…) 的 广义 傅立叶 采 数 .大 家 


算出 的 数 An 与 Bn。 
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因为 序列 (36) 是 单调 的 ,所 以 它 有 极限 
u=lim н, 
и 可 能 是 正 数 或 者 等 于 孝 。 
AUO RIMESO) TAHER re(z) (n=1,…) 以 任意 小 的 平方 观 
差 来 通 近 , 这 一 条 件 为: 
u=) 


È [сот даче] =f Podo. eD 


这 同一 个 等 式 (87), ЦИЕ (EWA RNR RS C) 满足 ， 那 么 这 就 
ЖЖ P,a) (n=1,2， …) 的 封闭 性 D 的 条 件 。 等 式 (37) 有 时 称 作 巴塞 伐 等 式 。 

容易 明白 ,如 果 某 一 回 太 西数 S Ce) БРИЗ Са) @=1,2,...) 中 的 一 切 
КЕ, MRK EREET E 在 巴塞 伐 公 式 (37) 中 ， 从 左 端 等 于 零 能 推 
得 右 端 等 于 雾 , 而 由 此 便 扒 得 [至 少 在 Cz) 的 增长 点 集合 是 稠密 的 条 件 下 ] 两 数 f(z) 
MEFE. 

ЕЯ (Фе) 001,2, о) ВЕНЕ, A Усе) 与 系 中 一 切 丙 数 正 交 
就 能 推出 恒等式 f(z) =0, BIERS, ВБ, ИМЕЕТ. 正 交 系 的 完备 
性 能 从 它 的 竺 阴性 推出 。 

在 一 定 的 意义 下 , 反 过 来 也 正 依 : 正 交 系 的 封闭 性 能 从 它 的 完备 性 推出 。 可 以 股 
法 廿 明 这 一 命题 如下。 考虑 葵 出 的 画 数 f(z) 与 它 的 “广义 传 立 叶 展 开 式 "之 并 的 盖 


Ев 70) У (Фра). 
= 


Же Бут) ЊУ z 逐 项 积分 ,我 们 便 会 得 到 : 
Fy) = (fo) — (fg) =0 G=1,2,...); 


于 是 从 系 的 完备 性 得 出 РС) = 0, 也 就 是 7(z) = У СеО, Со): 然后 在 方 起 来 并 积 
[=] 
B, RIRI ERS, ШЭ НОВИН. п ПЕВНА ИЕ. 


1) ИВА В. А. Стеклов 所 引进 的 。 #18 “Основные задачи математической физики", 6—86 
分 ,第 28 页 (1922)。 
2) 也 就 是 , 所 有 广义 傅立叶 采 数 都 等 于 雾 - 


140 яж ЕЕЕ ЕЕ ЕП 


у (ото 


一 致 收敛 , 那 末 这 种 推理 就 是 正 侈 的。 

但 是 一 些 例子 指明 , 对 于 任意 的 连 粹 画 数 fr) 不 仅 决 不 能 保证 上 述 级 数 一 致 收 
化 ,甚至 单纯 的 收敛 性 也 不 能 保证 (参看 后 面 第 42 45). 

然而 , 如 果 推 广 两 数 项 级 数 (序列 ) с, ЖЕШИМ АШК Г РНК ВСЕ, 
那 未 完备 性 与 封 六 性 间 的 联系 又 得 以 恢复 (同时 也 使 正 刻画 数 系 理论 具有 完美 性 ). 
我 们 将 在 下 一 关系 式 的 意义 下 来 解脱 命题 “ 丙 数 序列 {f(z)}(n 二 1,3,…) 的 一 般 项 
存 基 本 区 间 (4,5) 上 趋 近 于 丽 数 f(z)": 


I 
на “След Рафа) =0 

онон Жил ВК, “АЗС. ЗАРУБИНА L 
И Pn) AE SC) K EAE, UER 
分 

Г Pa G)dup (a) 
以 及 积分 с 

Si payawan 
ДЕН XF eto ta Ed НЕЕ ЕЕ Е, 积分 

Са) =? Раде, ада осад 

жий. 


зый ЗБ АЗЕР EETHEN AAE, ЕО 
的 粘 果 出 发 , PT DATE BH ССАН ЖЕШ, ЭН 


> CPP) 


以 某 一 丽 数 为 极限 , 它 也 平方 可 积 , ARER Ж, НН RER РАТ 
各 步 就 都 有 效 了 2 。 
А Е ОЕ 


1) ЖЕНЕ И. П. Натансон @ Г1]%18°ЖЕГ ZE", ШЕЕ ЖШ] ЕРЕН ССН. 
р(х) = v(a) ЕЛАГАН А ЖЕРЕ ЖЫНЫ ЄЧЇ. 
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G,>0 (n=1,2,.…) 
ТЕЖ piki овоон 9n C0 (el EER. 

i "эи, RRR, KA АЗ — Е ЕРЕСТА ВОК p, (2) (n= 二 1,2,…) 正 
交 化 ,也 就 是 ,永远 可 以 把 它 用 满足 F 列 要 求 的 一 新 的 而 数 系 O, Cr) <п=1,2, =.) 来 
Ке, 

D. fE ОС) EA Ek pCa) (一 1 2,…,72) 的 线性 组 合 。 

四 . 反 过 来 , 任 一 两 数 p,(z) 是 各 画 数 @,Gz) G 一 1 2, …,7) 的 线性 组 合 。 

3°. ROC) (n= 二 1,2,…) 是 正 交 的 。 

不 难 推断 (例如 用 归 灿 法 ), 只 可 能 存在 一 个 画 数 系 Ф, (2) (n 二 1,2,…) 满 足 所 提 

出 的 庄 要 求 ,不 过 任 一 丙 数 ww(z) 可 差 一 个 符号 。 我 们 不 来 证 明 这 一 断言 , 而 直接 把 
И Ф, (z) 的 表达 式 与 出 , 并且 验证 要 求 1 —3° 被 满足 。 为 简便 起 昂 , + 


CD=E GD (88) 
与 
jen gu … Bin 
G=, G,= asw е (и=1,3,..). у 
lem Em’ Enn 
于 是 可 以 写 ， 


1 
VO LG le En-12 "Ван 
Фи) Palt) Pp (z) 

显然 ,要 求 PERE. ШЖК 2° 也 同样 被 满足 ; 因为 在 行列 式 展开 式 中 p, (л) 的 
REEF С,-,20, Kit, PC) ERK Ф, (z) Фа) G=1,2,...,n—1) 的 六 性 组 
№; 但 因 2(z) 与 gx(z) 仅 相差 一 常数 因子 ， 于 是 由 归 灿 法 便 得 要 求 2" 被 满足 的 精 
м. 

АЙЕ (ОФ) =0 ( 当 m<n 时 )。 因 为 Bm(zx) WEH PC) (i=1,2,…,n) 
线性 地 表达 , 故 只 要 断定 (png,) =0 (тп) 就 够 了 。 但 这 是 显然 的 , 因为 , 把 行列 式 
的 最 后 一 行 乘 上 gm(z) 着 积分 ， 在 行列 式 中 便 有 两 行 一 样 。 最 后 ， 为 了 要 验证 等 式 
(Ф.Ф) =1, 我 们 来 计算 这 行列 式 平方 的 积分 。 把 行列 式 Gu 中 元 g,4 的 代数 余子 式 
记 作 Ср, RIRA: 


Ф„(ху= @=1,2,..), (40) 
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* „= [У сч? Pa = 
Г. OTT] бд STE aw] Ya) 
Прасе) + paa . 


= f° У cp na- Ў орсо) Ў орову, 


а 771 rt 
НДИ ФФ) =1. 
正 交 广义 多 项 式 pw(z) 可 以 从 F 面 的 概 值 性 质 算出。 只 要 在 表达 式 


F,G)=9,GG)+ Fa Pala) 
| 


中 选择 系数 ex， 使 得 积分 
чер Јас 
尽 可 能 地 小 ,然后 把 所 得 的 而 数 六 ,Cz) 正规 化 ;于 是 得 到 ， 


ж,б) 
Чез УЧ, ` 


LS 
MIE D a augh(z 恰 好 是 而 数 一 p(z) 用 画 数 
= 


Һа) @=1,3,-,п-1) 
的 平方 逼近 , БЕНИН СБ) ЖИ ЭРЕЖЕ 5 Па? (38) 5 (39), 1 He 
|Ф„(ж) pG), (z) 


ИХ ЯЗЬ БАКИ Bu(z) 相 差 一 常数 因子 。 
ЗОВИ, 可 以 定义 @, Car) с 


уа, Фь (=) 
т 


的 正规 广义 多 项 式 ,而 要 系数 a, 有 (在 想 对 值 的 意义 下 的 ) 最 大 值 。 

我 们 来 考察 , 用 正 交 多 项 式 来 通 近 丙 数 的 理论 怎样 和 在 第 14 节 中 叙述 的 线性 江 
丙 数 正 交 系 的 还 论 相 精 合 。 如 我 们 所 看 到 的 , 要 积分 了 成 为 极 小 , 必须 而 且 只 须 等 式 
(18) 成 立 ; 如 合 


第 三 章 平方 逼近 法 143 


ОЈ адраса) ml 


可 以 把 它 写 成 下 列 形状 (如 同 第 14 节 中 一 样 ): 
U,(P)=U,C(f) @m=1,3,...,n), 

我 们 把 线性 泛 画 数 Uf) 用 按照 第 14 节 公式 (82) 所 确定 的 井 且 与 它 笑 价 的 泛 
Ж V,,( f) ЖЇК, 不 过 在 (82) 中 要 用 画 数 p, (z) 来 替换 方式 zk” 这样 我 们 得 到 ， 
Оф) UPD UnG) | 
010) Ulp) Up) | (UP) --: U,(@) 
Wata ее saa ИЕ 
U,@,-D U Pmi) О) | оле.) 0) 

|) US) Ср) 
XI ОФ») = (рь) = gir 由 此 推 得 : 


gu йз g 


1 Ел gm 
V,(f)=-G— ЕСРИ 


-|= S=. ув, an 
Emin Emei ** "Е т-ьт 
SPD (fp) SPm) 
其 中 Pnl) (mm 一 1 2,…) 是 与 多 项 式 gm(z) 相关 联 的 正 交 多 项 式 系 。 为 了 杰作 出 多 
R Prm(z)， 我 们 利用 第 14 节 的 公式 (83), 在 其 中 也 用 夯 数 p, (z) 8836825 Ж z, 
1 Иа) V Om) У, ` 
0 
Lala) = |+ +e. | 
о о 1 1..0) | 
Ф‹(т) фз(а) g, G) Pul T) | 
不 难 推断 ,Zm(z) 只 与 bm(z) 相 差 一 常数 因子 , BD, 


А (42) 


д = =). (в) 
事实 上 , 我 们 设想 把 多 项 式 Lw(z) 按 多 项 式 O, (z) ЖР, 
ыш=} Аа), 


т 
其 中 
һ=(ҺФ) O G=1,3,..,n), 
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但 留意 到 
1，。 当 i= 名 
СЫМ щ г>, 
由 (42) 可 网 ， 
1 V@ə)--V,G@,-) Vi(gm) 
š о 1 рма) VG, 
ивр = (6 0 G<, 
Vmi Pm. 
V,(@) ViP) Vi Pm) Vi Pm) 
而 
s 
Ltn = ое, 
由 此 便 得 (43)。 
比较 等 式 (41) 和 (43), 按 照 第 14 节 的 理 瞪 ,就 得 到 形式 的 展开 式 
Ра) У едет, 
= 
而 这 与 直接 建立 的 公式 (33) 等 价 。 


32. 正 交 多 项 式 的 基本 性 质 。 遥 推 公式 . PANDE 我 们 来 把 第 Ни 
EMAER pn(z) (m 二 1,2，,…) 是 由 深交 和 x"(n=0,1,3,…) 所 构成 的 情况 ;这 时 
“广义 ”多项式 综 化 成 了 普通 多 项 式 。 假定 已 输出 基本 区 并 (0, 妨 ,并 在 其 中 净 出 的 积 
分 权 为 一 不 正面 数 W(z), 它 满足 条 件 


è 
[; ауд =1 
ЗЕНА. 
ев, 
а= = eave), 
|% ас | 
G=, c,-“ | e=s.s,.3, an 


16-1 Си can 


В ЖЕН ЖЕНЫ ПО нее, 而 所 有 的 数 C, 33109, 让 是 所 时 论 
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的 系 的 各 格拉 旭 行 列 式 , 所 以 它们 一 定 是 正 数 . 

由 前 面 ,存在 着 唯一 的 多 项 式 系 Dp C), з A TERA ЖЭС ПИОН) ЖК л, 
FE ELAP E ЖЕЛЕР, А Б. ДАГ ТЕЛЕЕ, 
0, 当 ixek 
1, 4i=k 
按照 第 31 有 有 公式 (40), 这 些 公式 有 下 列 形状 : 


өту) = Јоде, сда} @=0,л,з,-), (45) 


co 


a 


1 
У С.С, 


Cu! Cn "Саи 


(=) =1,  Ф„(т)= 


|1 хенд 
六 且 方 要 的 符号 要 用 一 个 附加 的 条 件 取 定 ， BDE S TUR Dp Ca) 的 最 高 天 系数 是 下 
数 , 因而 公式 (46) 中 的 根 数 有 算术 值 。 
多 项 式 D, C) A H FARE RA E 
1) gw(z) 与 形 如 
Рада" + 
而 使 积分 
Ji Pavo 
жый EREE RIE 
2) 9,(z) 是 正规 的 多 项 式 ,也 就 是 (3.9，,) 一 1 
з) 它 的 最 高 项 系数 是 正 数 。 
着 人 z) 是 已 办 在 基本 区 加 中 的 任意 (过往 ) 夯 数 ,那么 使 积分 
= EP, аса) 
ЭЛЧ n Ж ЛЫК ЕНЕД эз 
Ка) ~ knna) 


СЕ 


的 前 n+1 项 的 和 ,其 中 
km= СФ»), 
所 以 


P,G)= УФ. 
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积分 L, НБ л РАЗА: 
u= РЎ». 


在 我 们 现在 所 计 论 的 情况 下 ， 也 就 是 当 多 项 式 6,(zx) 是 加 次 通常 多 项 式 时 ， 可 
以 断定 ;对 充分 大 的 值 %, 可 以 使 平方 误差 随意 地 小 : 
“=lim н„=0, 
我 们 依靠 维尔 斯 德 拉 斯 定理 (第 二 章 ) 来 证 明 它 。 按 照 这 一 定理 , 可 以 求 得 一 个 
次 多 项 式 P(x), 使 得 对 (有 限 ) 区 闻 (a,5) 中 的 任何 值 >, 不 等 式 
IPE) Ја) Се 
成 立 。 这 时 显然 


b b 
Јр) – усо ар ey< dva), 
亦 即 对 于 多 项 式 Р(х), BA T 0 ES 88 15 8 ЕИН EIR Р, (а) ЕЛЬ, 因此 
积分 
t=/ CP -SD Расад 
就 必须 更 小 于 e. 
желет, жж 

了 
在 任何 ( 育 限 ) 区 并 中 是 对 并 系 。 АН EMR Сс), E EREE: 

DAOA. (ат) 


多 项 式 mu(z) ТЕТЕ НЕ, ЗИМИН. НБ, АЛОХ 
%,-G),0,GD-5 Ф„, ЕЕК 


аф (z) — (z +Bo)@o(a:) =0, 
Чин инк) — (а+Ё„)Ф„(х)+а,„Ф„(ху=0 < G@=1,3,..) (48) 
相关 联 ， 这 里 数 rn 依 定 为 多 项 式 @v-,(z) 与,(z) 的 最 高 次 项 的 系数 的 上 比 ; 


e=. [С уе 
„= S=: {== ea >), (49) 
по В, 则 由 公式 
BB =a, (о) 
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Со С1`Си-а би 


Ср быб бин 


Cu! Сп" 62-3 Con—! 


ATEHER, 我 们 写 出 9?。(z) 展 开 式 的 两 个 较 高 丈 项 : 
С, С, 


ө) о ат ратат у 
me, 
оо анн быва 
EMERE 
евр =-(z+ бы), 
тйс 38 
然后 相 加 : 


абы (а) — (z+8)0, (z) = ee (Be, Снан.) 


УС, Син 


Си Сы = < и... 
-(є+ С, Сы Ae уве: + ). 
容易 看 出 ， 右 端 中 "t 与 z" 的 系数 消 掉 了 。 因 此 , 左 端 是 一 个 次 数 不 大 于 4 一 1 的 
多 项 式 ,因而 可 以 表 作 多 项 式 oj(z) G=0, 1, -yn ОНА, 


в„ыФ„ (а) — (248,0. (1) = Хото). (эз) 
ЖЕ, (х) (mC n- ПАЯ: 


= 
вин. а) — (хФ„Ф„у—8„(Ф„Ф„у= У (Ф.Ф). 

因为 ии —1, НОЕ ЕННЕЗЕНЕХЕН- (45), HERS zO,, (z) EKRU п ЛОК 

ET AnD n) =0 时 ,对 于 尾 何 za<m — 14,0, BEARER (62) Йй У Ф, (2) 

只 六 一 常数 因子 (这 一 因子 当然 与 有 关 , RPE ERE Pn), 从 而 (59) 化 为 
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а Фи (ж) — (z+8,)@,CGz) =„Ф„(т). (58) 
用 Ф, Са) ЕЗЖУ Я, M 
Чи Фиби) — ФФ) 一 Bu (Фи) = Ри (ФФ) 
或 者 
PpD) = Pue (54) 
易 一 方面 ,用 On ЖАНА, 就 会 得 到 : 
а (ФФ) — (Фин) —В„(Ф„Ф„.„,) =, ФФ), 
或 者 
Чи G%,@,,)=0, (55) 
ЕК (55) НЕ n НИЕ л—1,{и{%, 
в„—(хФ„_Ф„)у=0, 
ЕС 
pm 一 一 cn。 
把 这 个 值 代 大 公式 (52), 我 们 便 得 出 静 推 关系 式 (48)。 
由 所 址 得 的 公式 
би Фичи (2) — (m=+B,)@, (z) +а„Ф„-,(л)=0, (48) 
可 推出 关于 多 项 式 Ф, Сх) А — НЕА, Ир, 

ЮТУ O, (а) r TIETEN РАЕН. ЖЬ, A 
Ф„(®) =Ф„,„(®) =0,а„ә«0%УЯГ Dai E) =0, 454$. Жл, ЗАМЕНА DoE) 
=0, 而 这 是 不 可 能 的 ,因为 go(z) = 1, 

D ЖЕ ЕЭБ ЛЬ оО, $ Dario НБК 
处 有 不 同 的 符号 。 实际 上 , ШЖ @, (ë) = 0, 那么 由 公式 (48) 可 得 

бин ии (Ë) + oD (E) =0, 
只 要 注意 到 a, 与 w+; 都 是 正 数 , 由 此 便 推 得 我 们 的 论 斯 。 

D PER Dn O ATBAR, AE O, Са) ИРЕЙ АСЕ ШИГ о, (а) 

RJRK ARA A EKREN, D12600 (z) 是 一 次 多 项 式 ， 所 以 它 自 


D Жажа, вос - ++. RK AUDE, Фа) atea) 一 a 入。 


“az 


多项式 Фон P5 由 公式 xf 一 一 去 [Go+pD кита 1500 а Ом 
Изван, tit тя орки. 
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接 粮 零点 间 存 在 着 6-:(z) 的 零点 (显然 , 只 有 一 个 )。 衣 x9”?(i=1,2,…,n 一 1) 是 
On HRAT 202021,2, ---,п-2) 6 Ф, „ (2), Н. 
Co < 
因为 $,-a(z) 的 最 高 次 项 的 系数 是 正 的 , 故 
„їп da= = +оо, 
因而 当 ха 时 ， 1Cz) 的 符号 为 正 ， 而 当 ато Е, $. 
MERN 20262269 h, 
CDre, a) >0 (&=2,3, =,n—2), 


特别 ， 
(—1)= na laie, 
但 因 Ф„_,(ху—9) =0, 故 [由 性 质 2)] 
С)", (а >0, 
ЖЕБЕ НЫЕ: — M 
А) (k=2,8,.…,n—1) 

но, (а) ЖОС. СЙ, НФ, (ат) >0 Е o, (25070) < 0, RA lim Ф„(т) = 
+оо, 故 当 ото М, Ф, (z) 还 要 取 寺 值 。 最 后 同伴 可 断定 当 z< zí" 时 还 存在 
一 个 零点 。 总 共 找 到 了 @, (z) 05 n ЛЖ, ИЛЕ Ф, (z) 的 每 两 搂 米 堵 点 之 问 存 在 着 
Ф. (a) ЕАК. 

还 可 用 别 法 来 证 明 Ф Сх) ТАГА ЕЗ. Б Ф, (z) АЖ я(0<т<л) 个 
KPA Beemt 

š G=1,3,...,m), 
+ 
Ro- S]e. 
82 КИ Ф (DKE, KLN: 
(@,R)=0, 

然而 这 是 不 可 能 的 , 因为 乘积 $,《(z)R(z) 永 远 保持 同一 符号 ; 事实 上 , EAR 
的 相 重 数 是 偶 的 D。 

最 后 这 一 推荐 可 导致 更 侈 切 的 精 果 : 

АДА 


ЕТ 
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33. 特殊 正 交 多 项 式 条 。 积 比 谢 夫 多 项 式 ”我们 现在 从 正 交 多 项 式 的 一 般 理 葵 
过 而 科 论 其 特例 ， 由 已 办 的 基本 区 间 及 已 葵 的 权 ， 我 们 就 会 计算 系 中 的 多 项 式 ， 但 
在 任意 权 的 情况 下 这 一 计算 会 过 到 极 大 的 困难 ， 因 为 把 多 项 式 5,(z) 写成 行列 式 之 
形 的 公式 (46) 在 实际 运用 中 福 不 方便 ; 通 推 公式 (48) 也 是 如 此 , 因为 其 中 所 含 的 系数 
也 是 用 行列 式 表达 的 。 所 以 那些 多 项 式 系 ,其 简便 的 一 般 表 达 式 容易 找 出 者 , 就 有 重 
大 的 意义 ， 下 列 著名 的 系 就 是 这 种 样子 的 : D ШЕШН ЖЖ, DHE, ЗЕЕ, 
人) 拉 格 叶 尔 系 ,5) 厄 米 特 系 ,以 及 与 它们 相关 的 一 些 系 。 
为 了 保持 历史 的 趴 实 性 , 这 里 必须 提 到 ,对 3) 一 5) 中 每 一 个 分 别 公 名 是 П. Л. за 
上 比 兴 夫 研 究 的 对 象 , 同时 他 也 是 正 交 多 项 式 (有 任意 权 的 ) 一 般 理 列 的 创立 者 (参看 
CD. AWER, 我 们 保留 这 通用 的 术 主 , 而 把 * 契 比 诗 夫 多 项 式 "了 解 为 “特殊 的 " 契 
В Т, Са). 
ЫШТАР ЛЫ ЕА А. “IPP РЛ FERK, БЕ 
ФУН Са) ЖЕУ, Ж КЭУ 
1 ау _ р+Е 
у dr А+Вх+Сх 
的 解 郊 线性 变换 后 得 来 的 , 而 且 还 附加 一 条 件 , 就 是 要 所 有 的 * 短 " 
родах (и=0,1,2, ...) 


PERDEDE БВ). УИС. 

附注 “以 后 (如 像 在 第 生 节 中 合 做 过 ) 规 定 用 下 列 甩 号 ， 如 Fn(z) 是 一 相 多 项 式 ， 只 与 对 应 于 
区 天 (6,b) 及 权 光 (*) 的 正 交 双 中 的 多 项 式 Ba( x) 相差 一 常数 因子 ,那么 我 们 将 这 样 来 甩 ， 1) 用 
LORT Ln(x) 按 照 最 高 项 承 娄 等 于 一 的 条 件 而 正规 化 的 多 项 式 ， 9) Z, G) ЗИ 
式 的 正规 化 多 项 式 , 但 使 对 于 权 (z) 其 平方 的 积分 等 于 一 。 因 此 ， 


Lipes wi. Tiaa 
Tn(x) 148 > Lala) та Ф„(х). 
no 


YPE +D, ен 
кан: р 
pG) = - (66) 
жй. 
和 通常 一 样 , 如果 合 


1) H. Я. Сонин [1] 早 就 名 到 过 这 一 方程 。 
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ТС сов ате cos r= АГС HV ATD" + а)", 


ЖЕНИ ВЖЕ НЕРЖ, 
Фс) = 去 Toa) = >> 

2.69 = 2 т,со = езп arccosz (п=1,2,-), 
ATENEI БИШ ЖЖЖ (ТЫВ а W: 

Е 

f. У 1-12 = t #mi=k 

(їз: E, 在 已 给 权 的 之 下 , 而 数 系 被 正 交 性 与 正规 性 条 件 唯一 地 确定 .) 

因为 ( 当 n BD 多 项 式 Tw(z) 的 时 高 项 系数 等于 2", 


Тиау=Тыа)=1, PDT (051,23 


G,k=0,1,2,...), 


如 在 第 4 节 中 所 已 指出 , 透 推 关系 式 
Тин (=) =2=Т„ (а) — Т,- Gaz) 
HEIRE ATESA 
. cos(n + 1)0 == 2сов 6 cos n 0 —сов(и —1)0 
用 代 换 соз 0 =< 而 推 得 。 


от) 


ДЕЖ 4 гї ВЫ НОУ Л, УЗЕНЭ А0500 эк) ВАВ АРЕ 


LEME 0025 fi, 而且 这 些 辕 果 应 该 拿 来 与 第 32 节 中 各 一 般 命题 相对 照 。 


与 关于 权 (56) 正 交 的 契 比 谢 夫 多 项 式 系 相 # 列 , 需 考察 另 一 系 ， 亦 即 在 同一 基本 


ИОН 
PORE 
ЖЕЛЕЗ ЛДК. MA, RRENA 


(n+ Dare cos z 


Uz = G@i=0,1,2,...y 
相差 一 常数 因子 。 事 实 上 , 从 等 式 
0, із 
f заат Desing ан ДА G,k=0, 1,2, 


用 代 换 cos =. И, 


(58) 


(59) 
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0, ЩЕ 


f U,G)U;G) y TTF dz = Е ВИ 


注意 下 面 一 点 是 有 签 的 ;不 计 一 常数 因子 , 多 项 式 О„(х) Ж 4 Т„, (a) Ф 


数 ， 
отт = 
"DED", — “(O 
正规 化 后 便 得 ， 
> бю = Ос), Ӧс) = 20,0) 0,8,0), 
从 恒等式 | 


sin (n+2)0=2cos віп(л + 1)0 —sin n 6 
就 能 推出 与 关系 式 (57) 相 类 似 的 关系 式 ， 
Об) =22U, (2) – 0,102) и=1,2,..). (87) 

多 项 式 Un(z) 的 显示 式 如 下 ， 

UG) =1, 

U,(z) =2х, 

Оа) =422—1, 

Uslar) =8z3—4rz, 

Usla) =1614—1922+1, 

Us(z) =3925—8223+6z 


Фе, Ы 

显然 , 多 项 式 U, (z) 003 Ж 

Po ha) 

它们 分 布 得 符合 于 第 32 h йн Ж. 

多 项 式 Tw(z) 在 基本 区 疗 ( 一 b, + ПВН 1, - 

17,6) |1, 
而 对 U, Са) МЕЖ 
1 
10,6) I< 
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对 于 每 一 已 知 的 多 项 式 U, (л), 当然 存在 着 上 界 , 即 ; 
ТО, |5" +1, 
而 且 在 х= +1 时 就 达到 这 上 界 D。 
比较 上 这 二 型 的 权 的 表达 式 ， 可 以 知道 , 借 多 项 式 Tu(z) 所 得 的 逼近 是 在 很 大 
程度 上 考虑 了 被 逼近 画 数 在 区 间 〈 一 b +1) 的 两 端的 值 ， 而 借 多 项 式 U(x) 所 得 的 
通 近 却 是 在 很 大 程度 上 考虑 了 它 在 区 间 中 部 的 值 。 


b 1 кен 
Е S 
>. A + a ах ` 
ЎА, Ф, а), = 00) —42 =0,1,2,... 

Жа) > G), k Дота @ ) 

的 有 限 项 的 和 , 或 者 另 写 为 
Ко“ + ет. (=), (61) 
RHES 
а.=2 ADT, "DES 1 [усов teosno 48, 

同样 ,在 权 


Фб) = у 1307 
之 下 ,就 有 平方 通 近 的 公式 ， 
кө Ыйш, kofi KDD Tds, 


К] 


或 者 


fG)— Pb, U, о, (взу 


& 
其 中 已 合 

„=% Г АО /1—24z= 1 [усов sine sin(+D8 d0, 
有 了 时 也 称 多 项 式 系 (Tv(z) } 为 第 一 种 契 比 谢 夫 多 项 式 ， 而 条 (Us(z) }) 为 第 二 种 契 比 
аа, 


2 Тик, 我 们 来 瞬 胜 不 等 式 |sin n 9 <n| sin 9 | УВК OLLI 7 的 入 就 够 


Т. 00 о. WS p) =n sin 0—sin л? HR P Я 9'(0) =n(cos0—cos n б)2®0, а 此 应 得 
poso. тшу <<. йа че ү >, ырын >02. 
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AT 就 求 在 权 P(x) 二 
mi. 
RW |z | AREIA RE 48. 


a, =-1 [сов oleosn0 6, 


ETF, ВО Са) = | ЕЗЕРО (—1, +1) 中 的 逐次 平方 


由 此 推 得 ; 
| а+1=0, 
an= 46, cos 0 cos ид d0= LED + (=1,9,-), 
所 以 


112-42. ту со срт “Ты. 
= ит 


ож, ? ЖЖ Иа, 
РК, PD)= UHD, Риз) = (—16х'+%62+) 


(17. 
AL 在 权 РС) = TA T RA h. 
Та 按 多 项 式 UnC) ER H FRAR Н, 


һ=-1\*' leosglsin(z+1)0sinbd0， 


算出 积分 后 得 : 
(Dnt 1 
和 = (и=0,1,2, +), 
т т 
("-5)("+%) - 
由 此 推 得 : 
5 СН рса 
"к (n= 170 +5) 
0 次 ,2 次 及 4 欢 下 近 多 项 式 为 
ро, Рк) тё 6+1), Рд) тС 30244-14429) 

#19. 


915. МВЖЕХЖАСТЬ-ОТ ДА n=0 518 Т„(х) 与 Un(x) 的 表达 式 ， 可 以 断 
E RARS ARA s(x) 与 多 项 式 条 Un(*)B 下 形 的 公式 相关 联 : 
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ши шв 
оно = Тин Же (n>0) 
[参看 后 面 第 45 节 , 公 式 (199)]。 
应 用 所 得 的 公式 来 计算 积分 


34. ИЗА КО 区 间 ( 一 1， Ея Xuw(Cz) 通 常用 所 由 的 


ea; " 6 MA 6 
Хо = re er (2—0 (п=0,1,2,...). (68) 
特别 , 经 计算 便 得 出 ; 
Хо (в) =1, 
Хб) ==, 


Ха) = 1689-1), 
Хос) = 62-85), (64) 
Ха) 1068824802248), 
Хр (6325—1025 + 152) 

等 等 . 

2) А. М. Laia ee эш l'attraction дез sphéroides homogènes. Mém. 


présentés а 1'Асай. des Sciences, 1001785). 
2) Olinde Rodrigue(1814). 


math, phys. 
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М 19 EK ZEA Ci ИК ДЕАК, 


网 19 
ЗАРЕ РО, 
х.х, дао өлдея; m,n=0,1,2,..) 
与 
[хусдаг 2 (и=0,1,2, ... 
хаса 2 п=0,1,2,.-), 


пот, 由 分 部 积分 便 得 ; 
mman сох Сада |" 


r p=. £ T (аа —-1)"йх= 


-- р 


Ci G унт 


БОЕ TE 
и 


(65) 


(вв) 


вту 


如 m<n, ЖАЛЕЮ КИК КРЕ, B BU ЖЯ. Tit т, 


ОН л НИ n) РНЕК CT E ie F PEAR, 
Gain Í" адаа на "ааа, 
НИНИ ЕНН ВИ, 


(68) 
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Ја- и т |" a+ sa - "a= 


п(л—1) 


ГИ аа) 1) ее 


 G+1)@+2) 
и. ИИС 
арт Л. Бр" т? 


把 它 代入 等 式 (68), 经 构 化 后 便 得 所 需 辕 果 (66) . 
因此 , 把 勒 计 德 多 项 式 正规 化 , 便 得 关 


的 正 交 多 项 式 系 R, (D, АЗИ, 


о _(0, siwk А 
ГА KOK d= РУЛИ G,k=0,1,2,...), (69) 
其 中 
Хо EES изб, а, (ло) 


所 以 已 给 在 区 并 (一 1) +1) ЕК (z), ЗЕНА ERAN RIRA FIER: 
总 ~ +! 5 
жө} О Зе 
n=0 Ы 
或 者 


fa~ Dan X, (2), 


其 中 


MEL лау, сада, CD 
981. ERSO) = la | 在 区 并 (一 1 二 了 中 对 权 р) Еж, 
НИЕ ЗЫ л 为 偶数 时 是 侦 本 数 , 当 лон НЙ tk 


асака, аха асо ахо, 
因而 
as=G(n+DÜ х,ал амы=0 — (n=01,9,-3. 


但 把 这 些 表 达 式 分 部 积分 便 得 : 


D 在 和 区 于 一 的 肖 数 权 之 下 ,得 出 三 p(odz= 2。 如 果 我 们 起 有 等 式 T POLNA = 1, pR 
就 会 得 到 [使 公式 (69) 保 持 有 效 时 ] X, (о) и FTX aa). 
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| ххдах=1, 
1 < 1 1,4" WE T r 
fir Xal) dx= Е P-D rda 
сен. nD ‚1 E ON 
МЕ G=1,9,-), 
所 以 
=1 „=(—1) ян __ @н—2)1 __ „4я+1 EE R, 
Go (п=1,2, 5). 


ЗОРА n=0,9 55 4 да АЗЕ AAF: 
Р)= 1, 


Руб) = 6+), 


PAD= OTM 
m 20 (20), 
TUE £ AR В СЬ, 还 有 另外 一 - 些 简便 的 表达 式 , RPO E 
它们 。 
ЧЕЛ, 希 荣 弗 里 把 勒 绪 德 多 项 式 表 为 复 积分 的 样子 : 


aof. rd 9 
х, р [олень (12) 


共 中 (C) 是 力荐 点 工 的 任意 图 路 。 

为 了 证 明 起 见 ,我 们 注意 , ТЕҢ ЖУК, BA THERE БОЕМ ВЕ z= atia 
数 。 多 项 式 (2—1) RH z= 的 展开 式 中 , =a)" 的 系数 等 于 二 -Fr e-r, 
BITT А а та" TRZE, 正 是 X, GO). 

DERM КУГИ FR B RNR АЗК, 


X a =F f æ+ y Teos "de. (лз) 


Re z kok F 1 的 实数 , ЯФ ДКС?) (ИЖ СЕЛА z Жн БЫА у z2—1 54Р 
径 的 加 于 是 可 以 作 变 数 更 换 
z==+/ ZI +e, 


1) Schläfli, Über die zwei Heineschen Kugelfunktionen (1881). 
2) Laplace, Mécanique céleste, 第 11 本 ,第 一 章 (1796) 。 
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而 4 从 0 变 到 2r。 关 为 代入 便 得 到 
—1=(z+1)G@G—l)=(z+1+/ эт. (21+ у ат.) = 
=2y AI ei (a+ y ZT cost), 
z=r=y уї—1 +е', 
故 简化 后 得 


3 о № (z+ Z EST eos "40, 


这 与 公式 (73) 等 价 。 
公式 (73) 对 大 于 1 的 实 值 zx 已 经 让 得 了 ， mi X,(z) 是 多 项 式 ， 所 以 它 对 一 切 
值 z A 月 根 式 符号 如 何 选择 完全 没有 关系 , 因为 把 被 积 硬 数 按 二 项 式 定理 展开 然 
后 积分 时 , 含 根 号 的 各 项 一 齐 消去 了 。 
为 了 记忆 与 计算 某 一 数列 
ао, о, ва, Go， (14) 
以 及 推导 这 些 数 的 某 些 性 质 , 有 时 利用 所 性 母 画 数 。 正 是 两 数 
са) =w tatta Fant (15) 
ЖЕ РЕЈА) ПЕН. ВЕРЕ КЕНИИ Са) (ЛЕКЛЕ K := 0 的 某 一 邻 城 
hic, Pr p Bi kk GC) 在 这 一 点 处 正则 , 并且 可 能 找 得 两 数 G(D) 的 运用 起 来 方便 的 
某 一 简便 表达 式 。 
当 肯 到 一 丽 数 序列 (而 不 是 数列 ) 
%(ж),ву(ж), 5 G, Gr), see (16) 
HALET H ЖЕҢЕ Bes PEH, 我们 威 兴 趣 的 是 丽 数 4,(x) ЖК п ЖИК; ЗК 
的 情况 。 于 是 , 母 夯 数 当然 也 与 变数 + 有 关 : 
Са, х) =al) +a (жа (куй + на, (х) CT) 
WEAR, 54 2. ЖЕЙ СНО) a, HHE EAEE ЗЕЕ, +E 
取出 各 次 索 的 系数 就 对 了 。 
我 们 将 确证 , ЭСЕ АНЕТА RFA X, Cr) (п =0,1,2,...), 其 母 丽 数 为 
1 
Gl, 2) Уга 
换 句 话说 ， 对 于 不 论 怎 样 的 值 x 以 及 充分 小 的 值 (|| 二 |z 土 V 一 了 |), 恒等式 


(18) 


(19) 
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Жїзї. ЖЭ В, 在 所 作 的 假定 下 , 利用 拉 普 拉 斯 公式 (73), 我们 得 到 : 
Ў х, + Ўпа+изтт. Гсов6)]"40= 


ИС 
=——- (80) 


注意 
(81) 


житит COMEET -7 = a НЕК СТӨ) НЕ ЗНАК £ 
项 式 的 例如 下 列 的 性 质 。 如 在 (79) 中 合 х= 1, 则 母 画 数 变 为 


比较 如 的 系数 便 得 到 ， 
Х,()=1 (п= 0,1,9, ...) (82) 
ME, Ф х= 一 1 便 有 
Х„(—1)=(—1)" (и=0,1,2, =), (83) 
此 外 , 当 z=0 时 , 由 此 推出 ， 


Kan OD X,4(0)=0 — G=0,,3,-3, (84) 
Q 2195 


Qn)! 
= {у.н 


从 母 西 数 出 发 ， а вк 如 我 们 所 知道 的 , 各 多 项 式 Х„(т) 
1) ) жыл. 


ва,0= OM! an 


加 ansa, 
1| да [+= -ag 
т т Br яз 7 статті 
в РАР _ 1 ТЖЕ S 
Sri zaole лүшү” Уг-1 
其 中 (C) RRA 0 为 中 心 以 1 ЖЫ. 周 时 假定 : KERN (-1, +1) В, Нажав от 
的 入 ,使 得 下 一 不 锋 式 成 立 : 


ls-vVa-il<l. 
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就 是 必须 用 这 种 式 子 关联 起 来 。 因 为 


Сх) 2—2 
GG, l—2m+@ 


所 以 
брат) GU, z) G—D=0, 
不 用 G(# z) 5 G'(, z), ПЕЛИ ЕЕК, HA 的 系数 竺 于 
P 
(n+1)X,, (z) — Qn+1)z X, G) +n Х,-(=) =0 (п=1,2,3,...). (85) 
ИЕ ЗИ (85) 在 这 里 是 独立 地 获得 的 ， 与 第 32 ЗВЕНА. MREIKEE 
知 存 在 闭关 条 式 (48) 一 在 所 夫 情 况 下 可 把 它 写成 下 列 形状 ， 
1 анин С) nl) Hanfa (1) =0, (48) 
ЯЙ an 与 Bn 容易 借 Xa(x) 当 x 二 十 1 与 x 二 一 1 时 的 值 以 及 X, (x) 的 最 高 次 项 有 数 来 
йз. ДЬ EE (03) 与 (70) 可 见 , 所 这 最 高 火 项 孙 数 等 于 


n)! т 
"они 2+1, 


ЖЕЙДЕ (48') 中, Ф х"+1 О РОР, #НЕ n НЕ n— 1, (и 


п 
я = . 
另 一 方面 ,因为 
名 ((-D9=(-Dw/ 殉 TT 
[这 立 虽 可 愉 拉 普 拉 斯 积分 (73) 厦 出 ]， 所 以 在 (48 中 全 z=+1 х= —1, 我 们 马上 就 会 有 等 式 
Bn=0. 
把 an 与 Bn 的 仁 代 入 (48'), 间 从 正规 化 了 的 勒 号 德 多 项 式 变 为 通常 的 , 我们 便 得 关 生 式 (85) 。 
A2 斌 作 多 项 式 了 h(x) 与 Un(x) 的 母 醒 数 ,并 借助 它们 导出 透 推 公式 (57) 与 (57')。 
ЗР Н А Т нх), REREN TF: 如 果 分 x 一 cos 0, 那么 
баә= "Тә = Yr osno Ў deyan 1 - 
h > „бк 2 сов я x“ т» 


= l—tcos0 __ 1х 
1-Я соз0+й 1-й" 


同样 对 多 项 式 Un(*): 


GO x)= УО, 
= 


E =_1 3 n 
15 Èr sin(n+1D)0=7 зе = 


= l g i u 1 a ok 
1510 “1—09 1—9 сок ` l-9z+É ` 
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НИИ АЗ, НЕА ЗК НГАН F t 的 对 数 微分 法 而 获得 . 
AI 从 公式 (79) 出 发 ,起 直接 脸 证 多 项 式 Xow( xz) 满足 等 式 (65) 5 (66). 
ЗАНИ С (и, x) 与 G(z, xz) 相 乘 , 然后 对 x 从 一 1 积分 到 十 1, 将 有 : 


(бои, Со, дах > У} nonoir 


(+ ах =l y И 
ИТ Зи It Ишь 1-Иш 


D 
=}, — u", 
Уыт 
于 是 ,上 比较 pa И, 便 得 (65) 与 (66) . 


我 们 来 推导 一 些 不 等 式 ， 表 明 勒 小 德 多 项 式 的 契 对 慎 在 区 间 (一 1, +1) 上 的 上 
界 。 利 用 拉 普 拉 斯 公式 , 我 们 得 到 : 


хучу ati Taeos0l"do=d "сч —a)eos0]id0= 


= -a -asine fide 2 f'a 一 z2)sin26]8z6。 


РЗА z— +1 时 取 最 大 值 , 所 以 我 们 有 ， 
ІХ, Саас), (86) 
但 也 可 得 出 在 所 考虑 区 间 的 内 部 的 更 精确 的 界 。 即 是 ,利用 不 等 式 
snos (осот ) 与 teugen, 
可 进一步 与 出 
Ix, wf [1-а-®%.# | Га fi ав 


НЕ ВВЕЛ оо, 我 们 将 有 : 


х,о < [еер А, 
IX, G: 1<4{ 去 这 == [e аф уа; (87) 


а-и fetay |, 


基于 关系 式 (70), 从 不 等 式 (87) 可 立即 断定 


其 中 已 会 
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ç B ” 
Җ (вт 
IX, G) 1 > 
Jeri B k— 5 n ЕЗ ЖИ. 
35. 雅 谷 比 多 项 式 D) 雅 谷 比 多 项 式 由 下 面 的 公式 定义 : 
Ла) =1, 
т [Ce 1)"*te(z+1)"*+?] 
(n=1,2,8,.), (88) 
这 推广 了 勒 踢 德 多 项 式 的 罗 德 立 克 公式 。 和 参数“ БВ 是 满足 条 件 
а>-—1, 8>-1 (89) 


的 实数 。 特 别 , Ч “=8= 0 时 , 雅 谷 比 多 项 式 就 变 成 了 勒 济 德 多 项 式 
Ж (ку = Х„(т), 
把 公式 (88) 写 出 来 , RIAD, 
Јо), 


еа) ба Сс 1) —0)0, 
Дес) = абаа дса 


+2(#+2)(8+2)(=+1)(#—10+(8+1)(8+2)(=#-1)?], 


a ant m T(a+n+1) r(É+n+1) 
Ја) = ма”. Ус 


тап т+ї) Т@+т+їу tD", (90) 


如 果 兮 
(=) = (1-2) о» (91) 
那么 多 项 式 Лг 2(z) 也 可 改写 为 


Ж 11 2 
TD рау а-н, (эз) 


1) C. G. J. Jacobi [1]. 
D 在 本 节 中 要 利用 РСЕ") ВАЖЕ фид, AT. М. Фихтенгольц W, Өтеш. toa 
程 ,第 二 僚 第 三 分 机 ,第 十 四 齐 ,S5) 、 
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及 后, 在 记号 Де Р(х) 中 , ИТЕЛ КЁК (о,8). ВАРЕЗ М: 


Fido Gh dh=0,l2) 098) 
与 
+ = рее Г(а+п+1)Г(#+п+1) 
Kusa «+ +#п+1 Tnt etf Enty 
(п=0,1,3,--), (94) 
设 m<n, 那么 用 分 部 积分 法 便 得 
mar [аса Соба = [о аз уе de= 


ад атгаад) Ја Ee ps) ld = 


Јо EFLD" a) d= 


со" OEE ORA (95) 
їй т<п, 那么 导数 РСА, FEO), Бый тел, 那么 Јес) 0 
数 , 因 
1 


TD (e+B+2n) Са В 28 1) (а Вп [ат] 


a_l DT(a+8B+2n+1) 
m2 `Г(а+Ё+я+1) 


Га" +.-), (95) 


从 而 


rl Ia+8+2n+1) 
00р Tr 


另 一 方面 , 作 代 换 z= 一 1 可 得 : 
CD" атрада а аена вау de= 


р 
акынын f'a uyariy trium ае ннн Гот ОГ +n +1). 
ани тан В 


因此 , 公式 (95) 便 作 下 列 形状 ， 
"Гл, = 1 Г+#+9а+1) garetmnT(etnt DI(B+nt+1) 
та" f IOD de= TrpintD) rp 


m 21"! etnt+l rTP+ntl) 
a+P+2n+l T(a+B+n+1) * 
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由 此 便 得 (94)， 

应 当 注意 ， 公 式 (98) 与 (94) 左 端的 积分 只 在 m8 二 一 1 时 才 有 意义 ; 所 以 对 于 所 
Жапа, 这 两 等 式 的 被 满足 非常 重要 。 

用 适当 的 方式 把 雅 谷 比 多 项 式 正规 化 , 我们 便 得 正 交 的 雅 从 比 多 项 式 系 , 其 权 由 
RROD EE a, >L H) 


*' О Теа, а Рец 0, аге ik= ... 
六 oo 和 ent 下 ажаа 当 08015.) 
Н. 

ел) [|#+8+2n+1_ |Г(т+1УГ(а@+Ё+п+1) ran 
Жш” ТН. Дан ле. 
丙 数 按 雅 谷 比 多 项 式 展开 的 形状 为 
дозу, 
ж 
k= ао оса а аа аума, 
иж 
f(D Уза), (96) 
в Ё 
о+8+2я+1, Г(п+1)г0а+8 +п+1) [+ YR „Аа 
О | SORP Са) -alt a) da 


и=0,1,2, ...). 
= 当 asim th НИЕ ОП) RANK pG) = 
、 确 定 正 交 多 项 式 , 所 以 我 们 得 到 契 比 澳 夫 多 项 式 的 一 种 新 表示 法 ， 


二 。 因 为 权 唯 一 地 


ит р-р) a= 
(+5 * 


Ф, ЈС а) = /9n + 


= TGS жг шоу, 
им. 


D wan е) (о D02102) 92 7. 
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(т=1,2,--). (эт) 
类 似 地 


0.) =] E оо, 


所 以 


ntD)! 1 зуе РРР 
Unas D == dalp aeng). (98) 


ЖАҢ" ДЕВА ВИНСКИЙ, 


жөөт" S веры, on 


Эн (С) АЕ z, 但 点 +1 与 一 1 必须 位 于 开路 之 外 ， 只 有 如 此 才 可 以 
应 用 材 西 定理 。 
现在 就 能 作出 牙 谷 比 多 项 式 的 母 丽 数 了 , Вр: 


Со, У ебать 


= G= "G+ =з)” | а а= 


2лі © 2-2 


(=) а 
i ç aoo 
Saaf GEN Gii) аи ) 


积分 号 内 变数 z 的 两 数 除 有 临 界 点 EL 外 , 还 有 两 个 极点 : 
astU+yi A 与 =}( -VI D, 
因为 


lim 2 =00, lim 22= 2, 
=] mo 


所 以 对 充分 小 的 值 5 极点 za 无 疑 位 于 于 路 〈C) APIR, МЕНЕ z 位 于 它 的 外 部 。 
所 以 对 于 充分 小 的 值 4，(100) 右 端 的 积分 等 于 被 积 夯 数 对 应 于 概 点 z= za 处 的 厂 数 ， 


Гессе 
EDGR == 


D 当 14 Ka 时 求 和 法 有 效 ,其 中 是 一 正 数 ,小 于 当 z 沿 半路 CC) 运动 时 引 — 
2) 根 式 的 人 楼 选 得 使 它 当 +1 =0 时 为 一 . 


的 村 小 入 
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当 == 时 的 值 。 这 样 , 代 天 后 便 得 精 果 : 


а-у) О /1—®т+ё)' 0 
бед аурата: Gp r 7 WOD 
也 就 是 (在 分 子 中 去 掉 然 理 式 后 ) 
1+ Ил +Y * ВИ +в 101" 
CG) = | ( у < (1019 
RR ВСЯ: RERE ARE ВОН e, Ae E, 
1 
баран» 
1 
ба, -D= -TD 
由 此 得 知 : 
ев) = (+10692) (G+) __ Ге+п+1у 
Ыы Е 工 2 те+ога+ь’ 
x n_ (8 +1)(8+2):- (B+n) 
J%(—1)=(— Араа 
= RE Т +п+1) 
0-0 EDT a+ ° (102) 
最 局 关于 雅 谷 比 多 项 式 的 通 推 关系 式 为 


(и+1 +4484 ба (ш) — 
—@n+a+8+ ОГО аф) Qn +a+8+2)z + (8) ] Ст) + 


+ (п +а) (п +8) (2л +а+ 8+ 8) 7:002) =0, (108) 
МАНИ (1017) 推导 这 一 关系 式 极 不 方便 ; 较 好 的 办 法 是 山 为 它 的 存在 事先 
ВЕ [第 32 WAR 《48)]， 再 选择 系数 а, 与 В, 的 值 ， 为 此 ， 只 要 利用 多 项 式 
Са) 的 最 高 项 系数 [参看 公式 (95/)] 以 及 这 一 多 项 式 当 z= 士 1 时 的 值 [参看 公 
式 (102)]。 | 
36. 拉 格 叶 尔 多 项 式 与 厄 米 特 多 项 式 ”现在 即将 考虑 的 多 项 式 系 由 下 一 特性 而 
与 前 不 同 , 即 基本 区 闻 为 无 穷 区 间 ， 或 是 华山 0 一 z<oo ( 拉 格 叶 尔 多 项 式 的 情况 ) 其 
或 是 整个 轴 一 co<z< 忆 十 co( 厄 米 特 多 项 式 的 情况 )。 这 里 我 们 提出 这 些 多 项 式 的 某 
些 浅显 的 性 质 。 


1) 这 些 精 果 也 而 从 公式 (90) 推 出 。 
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титр кёл нидое oo рд 


力 (z) 一 e= (104) 
所 定义 的 。 
拉 格 叶 尔 多 项 式 可 以 去 作 下 形 
L,G)=e ам. (205) 
元 计算 得 出 ， 
в =1, 
ед —z+1, 
Таба) =z2—4r+2, 
Пар 1498—1824, 
Таба) =24-—1618 +1912 962484, 
一 般 ， 
L,G)= Ў С) "Орн 0) ат lr" 
= 
=; оно. (106) 
ket 
积分 关系 式 
f “Li(z)LACz)ersdr=0 аы i,k=0,1, =) a07) 
5 
Ј berdez @=0,1,э,...) аоз) 


МЗ. ЖЕ, т<л, 那么 
Јоса Í|” „зэ е ателе 


а ате св) red 


= =i 
=- шю Ue dr. =c 5° f иран, 
如 果 теп, 那么 导数 LPO НАЕ ТР, 于 是 便 得 (107)。 市 如 m=n 那么 注意 到 


1) Е. Laguerre [1], П. Л. Чобышоз [5]. 
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Іа) Снан, 
LPa) =(= 0", 
我 们 就 得 到 ， 
f La (аўе-*йк=т\ f т "dr (т), 
А А 
也 就 是 等 式 (103) 。 
把 拉 格 叶 尔 多 项 式 正规 化 便 导出 正 交 系 
DD  G=012,.3. (09 
ВЕ ЕШШ Re ЛС) 按 拉 格 叶 尔 多 项 式 的 平方 展开 式 有 下 列 形状 ， 


о о 


„= 


иж 
до ыма, ат у ыра], KOLD de, 0) 


正规 拉 格 叶 尔 多 项 式 L, Ca) ЯГНИ Ж 


я 


GG, z)= Тү ап) 
实际 .上 ， 
Boe Lor- $o тунса рай 
Et = = 
=Y Fc "аба. 
> 2- › "= 
=È È Deia рин 
= = 
Ar 
Ы 


-于 从 到 1)"Ch. эсты == 


ГЛ {рит Ite’ 


а АЗ 
ИД G) + Фиат „(= 
或 
инк) — Qh + 1—2)L,(z) +L, Ga) =0, (112) 


10 丽 数 插 补 与 逼近 理论 


有 了 时 也 考察 由 权 ( 当 a 二 一 1 时) 
р(жу=хае-* (0<х‹< оо) 


所 定义 的 广义 拉客 叶 尔 多 项 式 Lie (z), 我 们 提出 关于 它们 的 下 列 公式 ; 


LP ean E ато, 


/ оао (едет ча 0 Gk; i,k=0,1,2,:-), 


usay erde Кк? ‹й=0,1,2,.) 
DEFRO D" Ce) унуну, 


ai С 
ef сре 
Um СОА, 


ЗОН JU ЖЕ. ЕНЕ. 
P(X) = (—oo<<=< +00) 
Ж, 而 由 公式 
На) сте А" за (и=0,1,2, ...) 

所 确定。 特别， 

Ho(z)=1, 

H(zx)=27, 

Ник) 422, 

Низ) =84 12», 

H.) =16бл4—48д2 4.12, 


等 式 
f Hi(a) Hire dr =0 Gk; i,k=0,1,2, +) 
Г: HE Pdr =en YA (n=0,1,2, =) 
成 立 , 所 以 正规 的 厄 米 特 多 项 式 系 有 下 列 形状 


1) Ю. В. Сожоцкий [1]. 
2) Ch. Hermite [1]; П. Л. Чебышев [5]. 


(118) 


(114) 


(115) 


a16) 


сит) 


(118) 


(19) 


(120) 


(121) 
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Я, сэ = Ни _ (и=0,1,2, =), (22) 
Vren y a 


对 于 多 项 式 LE, n KHA 
GG, х) =: = > HD p, Q23) 


实际 上 ， 


Ў ню, = —1)"!".-4" „зз l m. u= eu, 


= n ах" 
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此 外 , 通 推 公式 


Ни (т) 2x Hp Cr) +2n Н„_(ху=0 (124) 
№. Н.Я. 989 [2] fr ВЫЫ рот) = |zl“e (ас — 1) 的 情况 。 
37. 对 应 于 权 为 /PCz)db(z) 的 多 项 式 ”假定 对 于 区 并 Cab) 与 积分 权 Ог) 的 
正 交 多 项 式 系 $n《Y)(n=0,1,…) 为 已 知 ,为 了 有 更 大 的 一 艇 性 , 我 们 不 准备 假定 多 
项 式 为 正规 的 


0, idk 
M ан 
Я p Mi= 


G,k=0,1,2, 1), (125) 
在 这 种 情况 下 , 对 应 于 积分 权 
та) = /Praveen 


OEP PO аварч Ce, D ПАСЕ вло MEERE, 
И ало oa НН 
RS 


Рег) =в(х—а1)(х—аз) (一 ah 
其 中 雳 点 a, 假定 位 于 区 间 (а,6) 之 外 或 与 它 的 端点 相 重合 ， 而 < 表 +1 或 —1 视 区 
M < оо 中 实 雳 点 的 个 数 为 偶数 或 奇数 而 定 。 位 于 区 间 一 co 一 z<a 中 的 实 雾 点 
对 应 于 在 基本 区 闻 中 为 正 的 因子 аз 至 于 复 雾 点 ， 它 们 一 对 对 相互 共 地 ， 而 对 应 
于 它们 的 因子 的 积 也 不 能 不 是 正 的 。 
我 们 还 引进 新 的 记号 ; 


D 这 一 积分 是 不 定 积分 , 画 数 РО) АВЕ НИХОЛИ», Н. 
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|Ф„(х) Dula) Ba Im) 
оаа |ба) Фб) "Ф Em) a28) 
Onim D Фито Duim Em) 
m=1,2,.…). 
注意 到 点 a, 不 可 能 位 于 区 间 (a, 已 的 内 部 , КУК ЙЕ 
Ф, (а, аз, а) 0 (в=0,1,2,...). (127) 
这 是 在 第 82 节 来 所 述 正 交 多 项 式 Ф, (z) 的 下 一 性 质 的 推广 : ERRO, C) 
有 震 点 位 于 基本 区 疗 的 内 部 。 为 了 评 明 不 等 式 (1277, RIKERE 


Ф„(ар Dular)  @,(z) 


hd R A EE 


инь (ад "Фа an) Parrila) 
KHAR Р(х) 是 2 + 一 1 次 多 项 式 ， 所 以 它 不 可 能 在 多 于 + 一 工 个 点 处 为 
№. 但 在 区 间 (а, БРУК РОДЖЕР п АЕ. BERA, fr 
К š (CE т<) 
KEERN b) АУ, +E 


вое. 
= 
于 是 ,注意 到 FG) 是 多 项 式 
Ф, (х), Ф, (2), +,Ф„+, (ж) 

的 糖 性 组 合 , ЕРЕВАНЕ ДЗ P(z) 是 式 数 小 于 大 的 怎样 的 多 项 式 , 等 式 

[oH payayay =0 
AA, BIRA HANE ` 

Ji FoRo, 
但 最 后 这 一 等 式 是 不 对 的 , 因为 乘积 FARC) 在 基本 区 并 中 保持 同一 符号 ， 另 一 
HE, BR FOR h—1 ЕД a G=1,2,.-—, h— D 在 基本 区 间 的 外 面 。 由 此 可 昂 ， 
如 是 不 在 区 并 (a,b) 内 部 的 、 且 异 于 太一 1 ЬИР а 11,3, 5,8-0) 的 任 一 
Ж, ШК FG) 在 该 点 涉 必 不 为 雳 ;特别 , F(a,) *<0, 由 此 便 得 不 等 式 (127) 。 

现在 我 们 来 考察 由 下 列 镶 式 所 侈 定 的 多 项 式 科 gs(z)， 


第 三 章 平方 逼近 法 173 


өс) = k зал) (0,1,3, --), (128) 


由 于 


Dp lassan уар) 
nth KEIR TERRIA h PALET РС) ВИРА, MARRO, (а) Jn 
KEAR. 
EE mm 我们 六 计算 积分 : 
[екон Ред оса) = °ө„(з®„(а, "увы ут), 


їй m<n, 那么 因 Dp, (аз, ap TJEDER @,(z) ет, п +1, „п ВН, 
所 以 所 者 虑 的 积分 为 等 而 如 mm 一 z 那么 在 积分 时 ， 从 这 一 重 性 组 合 的 所 有 和 项 除 
撞 售 on《z) 的 一 项 外 ,都 得 到 等 ,所 以 我 们 有 ， 

[ceo payapa) = -Dron 0 (а, aya, 
IAT, ане 209,290 УННАН, 那么 在 上 列 最 后 一 积分 中 ， 所 有 的 项 
除 掉 最 高 克基 外 者 消失 了 。 因 为 

9,G) =e, (ал, ees GM) datz" енвд „(а ак) CED (a) + 
共 中 an? 表示 多 项 式 
0.0 — G@=0,1,3- 
的 最 高 项 系数 ,而 后 面 的 点 子 玫 示 赂 去 的 式 数 低 于 y 的 各 多 项 式 ,所 以 我 们 得 到 句 式 
Је) Радос) = С—1у*е®,„(а, озак) обал, (129) 
因为 上 一 等 式 左 岗 为 jE, РЕЗА ЮЛЕ, 
EMDE SMG, G): 


B(x) =— Na u Esa = 2, (a28) 
t тунба еза) баа, уа) ан, 


我 们 便 得 关于 税 分 权 PCDdw(z) 的 正 交 多 项 式 系 ,(z). 


bA A 0, 73 
Ј бс, сорса) = É i (Ь&=0,л,з, у, 80) 
А 1, Si=k 
FD, HR 32 节 可 知 . EERROR F, ФС) ЕЗЙ AR, ди 的 大 小 可 由 下 列 公式 算出 来 ， 
8, = E, {п=0,1,2,--0. 


D 我 条 要 选择 很 号 前 的 符号 , 使 得 多 项 式 人 sz) 中 xn 的 条 数 为 正 。 
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附 泽 ”在 上 面 的 叙述 中 ,我 们 假设 了 所 有 点 a, 彼此 相 异 ， 但 也 容易 引进 多 项 式 PORR 
的 情况 : 这 时 在 代替 
Dn Xis "у хи) 
的 行列 式 的 对 应 各 列 中 就 会 出 现 多 项 式 Bn(x) 的 导数 . 
йл. 多 项 式 ет Tn(*) 来 表达 .实际 上 ,全 


аро) = 


-Es h=2; а=+1, а=-1 Р(х) =1-х% 


由 公式 (128) 我 们 便 得 : 
|т„а) TaD Tala) -r 
Onga TD Tra Тон) | = TD Тун), 
Тин Тина) Тин) 
为 了 确定 Un(* 与 9, GO 相关 的 常数 因子 , 最 简 估 的 方法 旦 比较 最 高 次 项 系数 。 我 们 将 有 ， 
Шао TDT, 


м2. 斌 对 区 了 并 (一 1, 十 了 作出 关于 权 
P(X)=x—a (а>1) 
的 正 交 多 项 式 条 0,(x). 
这 些 多 项 式 除去 常数 因子 外 由 下 列 等 式 确定 : 


a= Хи) Хм | Хабад анла) A OXD, 
ж-а |Х„ы(а) Х„а(х) = 


特别 , 当 a=1 Bf. 
2s Xnr (x) —Х„(х) 
Е aps: 


例 3 就 对 同一 区 央求 作对 应 于 微分 权 
b(x)=1+ x: 
的 多 项 式 采 On). ЗИМА WIB ЭКН, ++ 
арб) = h=}  acz+i, m=i, Ра. 

按 公式 (128)， 多 项 式 gw(z) 有 下 列 形状 
Ха) Xali) Хы 
ХФ Koti(—i) Хазл) |. 
100) XA СС Хы) 
应 用 拉 普 拉 斯 公式 (73)， 就 得 到 (不 计 常 数 办 子 ): 

B= Таза) Хнык > 


Ө„(х)=. 


1+2 


其 中 已 合 


=} G+ сов "dç ‹т=0,1,9,—-). 
再 只 要 把 Ө„ООЗЛЕВИЕНМТТ. 
38. 周期 画 数 用 三 角 多 项 式 的 平方 允 近 ”如 已 给 在 整个 实 轴 一 00<r< 十 00 上 的 
ESEA IW 27, 划 希 望 逼 近 它 时 , 自然 地 就 会 从 三 角 多 项 式 


В 
Tp (2) = + Ў ба, соз mz + bnsin та) озу 
“= 


出 发 . рс) ЖЕ АЕ АИ Н С аса +a) ЖН; ЧЁ ТЕЙИ ДЫ, ЗАМ 
提出 使 积分 


UET, ураса) аза) 


为 极 小 的 问题 。 央 为 醒 数 
Pola) =1, @i(z) =cos z, @a(z) =sin z, 
Фз(2) ==соѕ2 2, фа (т) == віп 2л 
ЧЛ Ща НЕМЕНЕ ER, ЩИХ 31 Бе Дана ЭР, 可 用 唯一 的 方式 选 摊 三角 多 
项 式 系 
Ф%(х),Фу(т),Фа(ж), ty 

使 它们 在 周期 (一 五 а) а РБЕ Са) IE. Ж. 
(0, 41%, 
11, Ж»; 

Э Dari (1) № k = ft ОК, ЯГ соз hz LRE ERM, ЯГ еіп Аг: 

而 bxk(z) 亦 为 上 次 三 角 多 项 式 , 它 有 含 sin Ar 并 且 系 数 为 正 的 项 , 但 亦 可 有 含 cos ke 

的 项 . 

MERRIE Daril) H Dear) k KH, WRH Daril) 5 @,, (z), 而 可 以 引进 

”多 项 式 


эх 
f Ф,(2)Ф (а) dWr) = 
= 


DICT) =P p (2) соз А, — Фок (т) віп Ар, | 
Фф, (х) =@;,- G)sin А, + Ф. (2)соз да, 
其 中 心 Ж5®2{ЕЖ КОСЕ =1,2,8,...), 
像 这 样 作 好 系 B(x) 后 , А ИЕНА ТЕ Са) n KLER Т, (а), 
这 一 多 项 式 可 作为 展开 式 


(188) 


Уа) Aot ГАФ е) НАФС] 


к 
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的 前 = 十 1 项 之 和 而 奖 得 ,其 中 已 全 
АЈ ronda. 


巴塞 伐 公 式 成 立 : 


= посо У f ronwa], 


天 -9 
нло 
t=minf CT, Сд Уа) афса) 


1 n ЕЕН EE TECH Е RER E 2 (第 21 节 与 第 26 节 )].。 
#1. 在 常数 微分 权 


(一 水 (的 一 
之 下 ,可 得 简单 的 正 交 三 角 多 项 式 对 这 一 采 有 下 列 形状 ， 
оо P= os n Psin 
Фу) =-l созд, — Pa)=-Lsin?r 
т Ут 
等 等 ， 但 也 可 以 全 
DD = AF ©\од=-}-со(к-30, в віток), 


өд cos 2ra), орт) 


等 等 ,其 中 入 是 任意 的 . 


жал, RPSL: 
лю -4È (Ancos nx+ Busin их), aw 
共 中 
A= /ндоовтай‚ В, È" fG0sinnzdz, a35) 


实数 的 前 2л +1 项 的 和 就 给 出 所 求 的 通过 . 
例 2。 .上述 再 验 也 包括 着 下 一 博 况 : 通过 多 项 式 了 (x) 不 是 使 积分 为 极 小 而 必须 使 和 数 
= 
у= IT,GD- fD — @(m2>2n+1) 
= 


ВОЗНЯ ОО ДЕЧ". 
mi acl, n= TE УЖ 


ж ужи 177 


= 
тё 2тЁ үў 
хт) л. 
容易 断定 , ERF, ЗЕЯ БИН ЧР. A h FIRA 
ш: 


= o арха 
соз хь cos qxh= 
> 5» p= 
(196) 
ml о, 当 2554, 
sin pxasin @хк= 
> = 当 р=а, 
= 
Усов разів ахк=0, asn 
„ 
m = = 
Beos рл 二 sin pa=0, Ут, (138) 
Ао 4=0 ко 


WEARI), RPR 


рэб "E "у= 


А 4=0 


然后 只 请 分 开 实 部 与 虚 部 就 行 了 .和 数 (136) 中 的 第 一 个 可 改写 如 下 : 


= КЕ 
У соз Расов ах= 1 У [eos(p—q) ха созі Ф) а] = 
= = 


з © 
=} Lcos -0 а У созро хь 
k=0 k=0 u 


PERR (138), 这 就 很 清楚 : 当 раса ВР 市 如 p=q, 那么 上 一 等 式 右 出 第 一 个 和 数 为 下 第 二 
Л», 436) 中 的 第 二 个 和 数 以 及 和 数 (137) 都 有 类 似 的 精 果 . 
这 样 ,我 们 的 极 值 间 题 中 的 正 交 条 由 下 列 丽 数 构成 : 


正 交 化 的 揪 补 公式 为 


В 
Т„(х)=42-+ У (Асов ух-+ B.sinyz), a39) 


1 


其 中 已 合 
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= 
д2 /(хдсовьхь 


A=0 


= 
一 上 faDsin ves. 


= 

当 m=9n+1 时， ШИРИН ЕЛНАЗ, (BRR 9 节 例 4), ЖЕНЕВЕ УТЕРИ Rik 
АЕ аА 

公式 (139) 在 实际 运用 时 很 方便 。 

例 3。 斌 到 一 次, 二 罗 与 三 次 的 三 角 多 项 式 使 与 一 周期 丽 数 (x) 相符 ,这 个 本数 在 =2 个 
接 模 从 标 z = EE (Оп) ШУ 

2,7,6,8,7,3, —2, —7,1,5,9,7 

«вэр. 

南 简单 的 计算 便 可 得 各 条 数 的 数值， 

A= askia А=-2, a-h, 


=5+1 = 19 =: 
B+ В-—18/8, B=5. 


因此 : 
то +5 +5 З 3)eos х+ (5+1 V 3)sinx, 


ОИ) xz 一 至 cos 2x— 49 Bsin2x， 


Тэ(х)=. Eža А/В )соз x+ 
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та) 39 + (6+8 ИЗ оз x+( 呈 + 到 /可 jsin z— 19 cos 2r- 19 /Ssin9z— 
— сов Зе 5 вів Зл. 
例 4 把 第 37 ЗВЕНА аи, ате АНИ 
E =T Da 


的 权时 作出 正 交 三 角 多 项 式 柔 ,其 中 了 (2) 是 非 负 的 三 角 多 项 式 . 
жш, 


фбд=1 与 т) sssini 


所 以 
Феде" (х) =. 


FE ТЭС ФО) ДЕЛЖ 4Л{З Ө„(х) (n 二 0,1,2,…), 只 须 把 多 项 式 


Gl oui) Sos Acos (41), 
38-2 
=h) 
выд = (ttDsinkx-hsin(k+Dx I 
sin? 


正规 化 即 可 1) 。 
39. 高 斯 -克利 斯 托 费 尔 机 械 求 积 公式 我 们 回 过 来 考虑 通常 的 多 项 式 ， 以 便 训 
悉 应 用 正 交 多 项 式 理论 来 进行 近似 积分 法 或 一 般 地 计算 已 知 面 数 的 楼 性 汉 夯 数 。 
股 所 考察 的 证 丽 数 为 
ucy= [° fiva), (140) 


Эсир Са) у — PEL Са, b) Ни ИСА. 
Са) ОВА п 1 EAR, ВАННИ ИНКА НЬ ВЕЗЕ, 


А (2) 
ус) = X rao G=” (141) 
其 中 xii 一 1,2,…, 攻 ) 是 插 补 基点 , 而 . 
Al) EC (rttr) (ttn) (142) 
从 公式 (141) 应 得 
] око = KA ao, das) 


1) SAPERE 173 P E0932E 9 ВНЕ НЯ - 
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_ Ара (а) _ 
А, f. pA ° 


如 果 f(z) 是 次 数 大 于 或 等 于 4 的 多 项 式 ,或 者 不 是 多 项 式 , 那么 公式 (141) 不 再 
适合 而 要 引进 一 个 余 项 (参看 第 20 节 )。 

БАга zn Cn ло, НЕВА CD С) КВА 
эт ИИ. 

我 们 立 齐 就 会 看 到 ， 为 此 只 要 选择 关于 权 Y (7) 的 正 交 多 项 式 Ф, Саар ЕЮ 
基点 就 行 了 , 亦 即 令 AG) =, (2). WE Ф, (о) у A aB 32 ау В ВАЕ 

2% G=1,2,-..,n), 

可 以 把 公式 (141) 重 写 为 下 列 形状 ， 


E AOA AOLA a 
ә Раю Бурда 


Ј товоо arsam, . ош) 
其 中 
A= as) Gelaen), (148) 


— 
BEBE (ОЖ ОКА 2 一 工 的 多 项 式 ， 于 是 可 以 写 ; 
LE gen Ф.О —@, (zt) . 

fæ Ула аа а =0Ф,(2):502), (146) 
其 中 S(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 一 1 的 多 项 式 。 事实 上 , 0146) ле КС 
ЖЖ 21 HERR, ВЧ r= M=, 55, л) ОФ, КЕ Ф, Сх) 所 整 
№. 

为 了 要 肯定 公式 (144) 成 立 , 只 要 把 (146) 积 分 起 来 ,并 注意 积分 
[srW swaven 

STE. 


ARUHE AHER л Ж HERD. 
91. MERSER E НЕ КОЗЕ 2n 的 多 项 式 f(*), 公 式 


1 Е. Christoffel [1]. 
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сда дат) 


为 其, 其 中 已 合 s 
n) 1 + Х„(х)—Х„(х{") 
А? =, тоу {5 РАЮ — 4 
H Х„(х) Ë n KOREAR fix 070021,9, «ЖЗИ. 
在 这 "特别 情况 下 的 公式 是 高 斯 指 出 的 0， 他 并 合算 出 在 n<7 ВРК АСИ. Pin, 
А0=1, 


А=дФ=1, 


5 4 
арар 5, др. 


92 Ж рО) = > т, 同样 求 得 ， 
+1у(Фах т 0—1) т 
ро = = ү: 


СОЖ он 的 多 项 式 时 ,这 公式 正确 (参看 第 20 7018). 
ИЗ. 在 关于 大 轨 的 同一 假 丽 下 ,等 式 
Ç дек У APS 
iml 
成 立 ,其 中 
A= l ("Ln Ln) 
ооу з усу 
L.G n AREER олени, 
在 克利 斯 托 改 尔 公式 (14 和 中， PERSOS F 1 , ЖИТИМ ЛИЕ КЖ 
数 A?" 的 和 等 于 权 的 全 变 差 
Ўл = Г. dila). (147) 


易 一 方面 ,在 同一 公式 中 合 
$, (z) а 
ло сану] 
我 们 便 得 出 精 哈 ， 
em $, (z) 
ar-f a my ate, 


1) C. Р. Gauss, Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi (“\Уегке”, 


ш). 
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又 因 右 端 显然 为 正 , ЕН ЕНГ И. 所 有 克利 斯 托 费 尔 系数 为 正 : 
Acep>0 (т=1,9,--упу n=1,2,..)., (148) 
40. 克利 斯 托 费 尔 - 达 布 公式 ， 在 第 32 rh ERE T ATIY OHER Н 
多 项 式 所 满足 的 静 推 关系 式 : 
Omt Pmr (z) —(z+8,)@,,(z) 十 cmGm-i(CZ) 一 0。 
可 以 把 它 写 成 下 列 形状 ， 
жФ„(т) = (т) „Ф, (х) +a,@, (т). a49) 
Еу: 
Ф, (у) = mr D m (У) —В„Ф„Су) +а„Ф„_,(у), (150) 
把 等 式 (149) 乘 上 Ф,„(у), 并 把 等 式 (150) 乘 上 $m(z) ,再 相 碱 , 得 : 
EID mE) Dm O) = tmt lD mt CE) Pm) Ф), (9) ]— 
-а,[Ф,,(2)Ф,„ 10у) —Ф„_,(т)Ф„(у)]. 
然后 把 最 后 一 等 式 对 于 几 从 1 加 到 ,并 加 上 显明 的 等 式 
(ж—у)®Фо(х)Ф (у) = [Фи (=) Фо (у) —@o (a) @1(y) J 
于 是 就 会 有 : 


=y) DOn и(у) =а„„[Ф„„,(ж)Ф„ Су) Dp (206,4), 
= 


或 即 
K,(z, y) =a, Pn) 9, э. Ppa (у) ; asi) 
其 中 引用 了 记号 ， 
K, (ayy) -Éon (152) 
адык рако, 
ЧЕРИ Са, Б) H, МН С) 关于 权 (a) 的 平方 通 近 的 n 次 多 项 式 [ 现 


在 我 们 把 它 记 作 f, Ce) ), 可 用 所 导 得 的 公式 来 表示 , 像 这 样 做 很 是 方便 。 
我 们 知道 , 这 一 多 项 式 的 形状 为 


лс) = ыа), 
p> 
其 中 


0 П. Л. Чебышев [1] 早 有 过 这 一 公式 。 
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Я 
ы=]! SOPO). 
нЕт я, 
b =, b 
лсо =]? roy Eon саро) = K DAWO). 158 
Oh я 


但 注意 到 克利 斯 托 发 尔 - 达 布 公式 (151), 我 们 又 得 ， 
f(D OAOE NOLON OTE] 


х—у 
G@=0,1,2,...), аы) 
回想 数 cv 在 第 32 节 中 已 用 等 式 
a, = Сан. Сан (n=1,2,.) 
人 确定 ,而 C, зж 
2”  G@=01,-n—1) 
ДЕК (a) ТУНЕК ВТ ЛЕ, 


С„=С‹а,х, 27, а") = 


Сн Си" "би 


с, [амар 0,5,6), 


Мара, 又 是 多 项 式 Ф102) 5 Ф, Сх) ЦО, 
#1. 36086 5 TMC. ЛЕНИН 


Ф, воз marc cosx (21) 


fi Busk Rast у 


отт Феод, EMET), ноя, 


= oD. 
因此 , 达 布 公式 有 下 列 形状 : 


f(D = Ta DT I >. 55) 


例 2， 在 勒 臣 德 多 项 式 的 情况 下 ,我 们 有 : 


14 СЕ ЕЖЕ Or BE Q 


名 CD = EX), 


PESAR pO) 的 最 高 次 项 采 数 等 于 


Вит. CW! _ 
V PWP 


мы, 
而 达 布 公式 有 下 列 形 状 ， 
ад 1 и а быс д аы ууд» 56) 
у Ce 十 1)2 一 1 
或 者 


лсд" Хи X, C = (156) 


тз. 我 们 没有 推导 过 三 角 多 项 式 情况 下 的 避 推 关系 式 , 因而 就 不 可 能 写 出 达 布 公式 。 但 在 
常数 权 情况 下 ,一 点 也 不 难得 出 相仿 的 公式 ; 此 时 ,如 我 们 所 看 到 的 (第 38 519 1), ИВС 


傅立叶 稻 数 一 致 , 亦 即 我 们 有 : 


В 
Конь [++ (сов mx cos my+sin mx вїп ту) |= 


所 以 
ОЕ 
4. (157) 


r pen y 


h=] 


41. 平方 通 近 的 一 致 收效 性 。 勒 中 格 不 等 式 及 由 其 导出 的 推论 шо, а) (n= 
6, 1,2, Е Са, 56) 中 关于 权 卫 (x) 的 正 交 多 项 式 系 ， 那 么 已 知 面 数 f(z) 用 
广义 多 项 式 
Kao, 
= 


的 平方 逼近 由 下 一 多 项 式 提供 ， 
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f(D E kbna), 
з 


к= Јад, дас бн=0,1, л) 
由 积分 
А 
к=], С, Арсо) < (158) 


所 侈 定 的 平方 观 差 当 二 增加 时 不 增加 ,井上 且 在 完备 系 的 情况 下 , CENTE. 
但 由 此 能 否 推 得 ; 画 数 (7) 在 所 考虑 的 区 阅 中 可 属 开 为 广义 伟 立 叶 般 数 ” 


f(D Ek, Dna), 
= 


Tj fk BORK Ж p E W ñ WE X F КСК УЕ ЧАЎ, 能 否 断 定西 数 f, G) GE 
数 的 部 分 和 ) 收 敛 于 7z)? 

在 一 般 情 况 下 ， 亦 即 对 于 任意 的 回 米 画 数 fO r), AHE H ИШИН РАДЖ РДЕ E ti 
ЖЖ. 股 若 积分 (158) 很 小 , 但 由 此 决 不 能 推断 羡 数 户 (z) 一 f(z) 的 最 大 模 必 定 很 小 ， 
甚至 还 不 能 推断 对 一 已 知 值 z, 差 数 的 模 本 身 必 定 很 小 D。 以 后 (第 42 节 中 ) 将 举 出 
一 个 周期 为 2x 的 连 炽 丙 数 ,其 传 立 叶 展 开 式 发 散 ， 焰 然 这 种 展开 式 是 所 考察 的 般 数 
范 哮 的 最 简单 特殊 情况 之 一 。 

在 连 积 丽 数 中 分 离 出 一 些 丙 数 类 来 , 使 得 对 于 这 些 丽 数 类 ， 正 交 多 项 式 (通常 的 
或 三 角 的 ) 的 府 方 双 近 不 仅 在 在 方 意义 下 收 钱 ,而 且 也 一 致 收 全 这 一 问题 显得 极端 
重要 .这 前 题 妍 有 还 葵 的 价值 ,也 有 实用 的 价值 , 因为 在 许多 应 用 中 , 只 有 一 致 收 做 有 
实际 的 意义 :而 另 一 方面 ,平方 逼近 联系 着 非常 方便 的 计算 过 程 。 

在 以 的 叙述 中 ， 我 们 只 限于 考察 正 交 条 的 两 个 特别 例子 , B, ЕЕ 
MRG ОМНИ ЛЫ. Geek hak jr 4830, 可 在 他 的 专著 2 中 找到 。 

1) 例如 ,我 们 合 


Pu CD па. 
显然 ， 
+p КУТЫ Py -п2а2 „ш 
Wa vafe ЕСА |Z, 
所 以 
A PRR 
im |! Fh Ode 0. 
然而 , 当 a 无限 增加 时 ,Fn (ОЖ ps ТЇС, 
lim Fn(0) =% 。 
"За 
9) С. Szeg5[1]。 
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而 且 这 里 我 们 所 得 的 收 敏 条 件 只 是 充分 的 而 不 是 必要 的 ， 同 时 它们 也 不 就 是 最 
后 的 样子 , 以 后 (第 55 节 ) 我 们 还 要 回 到 所 提出 的 问题 。 

在 研究 收敛 性 时 , 克利 斯 托 费 尔 - 达 布 公式 起 着 重要 作用 。 

我 们 从 伟 立 叶 报 数 开始 。 我 们 有 (参看 第 40 节 例 3), 


i Сур sin(2n+1)-2—t 
f) = N. fO) K, (z, DD d= ке /@— а. (159) 


sin 工 一 上 
2 
ВРВ Sn Со) E K FARE E SC), 那么 所 有 的 f, (z) 就 会 一 致 有 界 。 一 

般 蜡 来 , 决 不 能 如 此 断定 ; 但 是 , 如 勒 具 格 所 便 指出 的 D， P Sn C) (更 依 切 地 ,它们 


ИИС KM on tk, В М ВС ОВК, ПК 


P 
实际 上 ,显然 
ыы p ED 
71, 一 -一 一 一 一 | = 
ВЕ 2M [T | зп | gy 
т sinu o | sinu Ы 
但 是 借 不 等 式 
{зїп hu| <h|sin u|9) 
与 
sinust, 
RA 


月 sinntu |а -请 sin(2n+ 1)u GIN [eatu duc 


sin u 


1) H. Lebesgue [1]. ERRER ljn) (<in M 中 ,其 中 M=max] 160), IF AnI DERK. 在 
这 里 的 情况 下 ， 


1 
2r | 


к | чаи 
м | 


D РЕЖ: SENN EKM АЛНА REAN. 
3) ШИН, HRS A1 MR. 
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= Cnt Daet fi Edu щи, (160) 


由 此 便 得 勒 具 格 的 推断 

在 勒 于 德 多 项 式 条 的 情况 下 贞 情 略 有 不 同 。 此 时 可 以 肯定 ;不 队 正 数 5 怎样 小 ， 
Арсак КСО), М ИМ пакта 
Чех 


lfa) 1< K@)MIgn (161) 
RE. 
Ав, 
= арн 
AOM к, содаро м f IK æD ldi, ава) 
由 第 34 жт нж 


[DSC (я-а), a63) 
其 中 C 与 56 有关, 且 
хошь, 
о ,我 们 把 积分 


=] Kz, la 
拆 成 五 个 积分 
+4 


К чое рр н 
ГМЕ М ++] +]. +/+ =һ+а+а+А+Ь, (164) 
用 不 等 式 (162) 与 (163) 以 及 达 布 公式 , 我 们 得 ， 


=L at 
һј І, |е х,о) 


dy (ntl)C, (168) 


=i 


hef 1,614 


=. f х, 18,0) ЛЕ. Hê, „91-1901 у 
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CD 4 ср а (166) 
2 


== a) 


(对 五 有 类 似 不 等 式 )， 


五 = 人 IK,G,y)|dy= 
к Kae 


= д 和 ~ A A 
=s. f, B® EAE A 


2—5! 
«асу. Z еза, |ie п+м(2+1—-5-)]< 
За, С п+182) (167) 
OLEW. 
上 比较 所 有 获得 的 不 等 式 , HEER а = —— AT lima, = 1, 我 们 断定 不 等 
V 8 1 тэн" 2 
式 (161) 成 立 。 


由 勤 具 格 不 等 式 就 可 提出 平方 逼近 中 的 一 问题 , 要 已 知 丽 数 可 以 怎样 好 地 用 
次 多 项 式 来 表 写 时 , 平方 逼近 才 一 致 收敛 。 假 股 存在 着 盖 次 多 项 式 P, (x), 使得 在 所 
考虑 的 区 间 中 
|fG)—P,G) | SEn. (168) 
TFI ас f(z) 一 Pu(z) 的 平方 逼近 多 项 式 。 不 难 明 白 ， 这 将 是 万 (z) 一 
Р, (а), IER f, Gr) В Ek ГОМЕЛЬ. НИМ АННЕЖЗНИ, ARE 
式 (168) 推 出 
fala) —P, (Ga) |SK e, вп. (169) 
(如 果 是 傅立叶 般 数 ， 这 一 不 等 式 对 一 切 值 z ЁЗ; ЗИ, EE 
一 1+6s<z<1 一 5 上 成 立 ,) у. 
但 由 不 等 式 (168) 5 (169) FEMA: 


Sa) -F| Se, +K lg п) <K'e, lg n, ато) 
наги, ОВЛ Р, ОШ 
: lime, lg n=0, ату 
= 
повая 
limf, (2) =fG), атау 


BEIE EKANA T ROEA УС пиринин F, НЕ 
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152421 ГЕТЕ Eh D0, 

42. ESHAI ZENTA 11 EUR, TEBE 
И UD TERS, UBER EA 
这 一 性质 。 

现在 就 发 竺 了 这 样 的 间 题 ;条件 (171 或 与 其 类 但 的 条 件 必要 到 怎样 的 程度 呢 ? 
ЖЕ ВЕЗА BOT EDERE? 

жнива, трлрн рии, зазначе ЯВ 
ж. 

у 我 们 来 考察 站 .费时 所 举 的 例子 ， 夫 利用 已 为 我 们 所 熟知 的 三 角 多 项 式 的 性 质 
(аяшат +), 
ВНЕ ЗОН 
sohe ans) 


的 和 ,其 中 


соз 二 4.60822 р... osn сов) _ 


(пуд) = st 


=>). 
如 在 第 27 sf F ЭНИНИН, ER 9 O 2) AE n 5 2 BOR Sha 
[9 (n, z) | Sconst, 
ВЕРНЫЕ ата) 一 臻 收敛 , КВ НК, 
ЗАЛЕ В Со) 在 点 х=0 处 的 傅立叶 起 数 。 由 于 一 至 收 做 性 ,在 时 算 
乘 数 时 可 以 所 烽 数 逐 项 积分 所 以 在 作 伟 立 叶 地 数 前 项 的 和 时 ,在 级 数 (173) 的 
每 一 项 “Go 切中 只 要 保留 三 角 多 项 式 的 那些 <N 的 项 comes 然后 我 们 代入 


z=0, 我 们 合 N 一 322。 由 公式 (179) 可 见 , 这 举 得 到 的 和 数 的 任何 项 不 会 是 负 的 ; 特 
出 ,由 25 ц, 


1 1 
в (з= тег КЧ) 
这 一 表达 式 (这 就 是 傅立叶 赵 数 的 2°° 项 的 部 分 和 ) 大 于 


М 
zf, s leQn+D>ples 


因此 , 34 p 36008 mbi, ЧОТА А Е Ж. СНЕ, НЗ Са) ЗУН АВО n: 


190 житии FE а 


=. 

РАЕН ИВА, ВЕДЕ ЗЕ FTE RAER SE SE 

我 们 来 比较 已 知 画 数 f(z) GFK PCI rh) 与 由 关系 式 

Р, = ЈК, сада (и=1,2,3, =) 
ЛИНИИ P,( 廊 z), 其 中 积分 是 取 在 基本 区 间 上 的 ， 画 数 风 (0) 永远 给 出 在 
这 区 并 .上 , 最 后 , ШИК K, Ce, DAHER ас 与 4 对 应 于 基本 区 癌 的 那些 值 处 〈 且 咒 
ВО. 。 还 假设 数 
о, ЈК, Сеара 

( 共 中 zx” 是 基本 区 并 中 z 的 某 一 固定 值 ) 然 上 界 。 那么 可 选取 西数 f(z)， 使 序 
Р.С. ` 

因为 数 ww 无 上 界 , 故 存在 荐 子 序列 Opn Сри ра Ср," 200), ИН 


limo, =00. 
РОГУ I 
Anl) =sgn Kp (a*t) (и=1, а, ...) 
所 定义 ,那么 


а, = ЈК, сач, Фа. 


显然 , ШЖ An Ce) 在 К„(х*,) 改变 符号 的 点 处 有 跷 路 ; 但 是 ， 当 然 可 以 导出 一 而 
数 A n CE) y ТО Н. ДНА Ri: 


\4„®|<1, JAn O -hd PWO <, 
其 中 6, Зое ВЕС), 于 是 我 们 将 有 (利用 布 尼 亚 可 夫 斯 基 不 等 式 )3)， 
кста, даро |= | 


=| Кит, о даро — [К сч, Dn O 4, 4 > 


>e,- | [Kreno Јоко л, отав 


1) А. Haar [1]. 

2) 如 果 我 们 作 限 制 ,假定 : yO HR, H-E К (хе, РНК, AW n 有 有 限 个 
КОБЕН, ЗАЛИ Ерк вои, ЕНЕМЕ RERE An CO БЕШИН. 

3) 参看 第 134 真 脚注 。 
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>e,— fs, Klat, Dd (O 。 


ЗЕ Òn 选 得 使 


a, Ra", pawa) < (+) 


HARI 


| кие", pdawa| > 学。 
TRE 对 于 因数 .fuCz) 中 之 -关系 式 
lim P, Am х") = А„(х*) 
KARRY. PE ЕРРЕТИ САА, RIRE AFH С (内 
ОРЕД 
ТА 


а) Урала), 
ока, леле зьн тле, бийлик ЛС ВН жасаса E 
АЖ. 

现在 我 们 来 失事 和 出 数 qu. =p, HA 

lim Р, озат) Ана), 
族 可 选取 数 М\, №8 P, Apg 29) Мк 1, 3,3,5), АЛЕЯ ры pr，… 选 出 如 此 大 
буса, 使 ws >6.4CM + D ;为 箭 便 计 ,我们 全 

Ас) а) лаа). 
因为 

lim P, faa) А0), 
故 可 选择 Mo 使 得 P, fa z") SM,Gi=1,3, --), BENEA p, HI qa, 使 
o AMID у аҹы 
并 合 
Аа) =4„ (DH AE) +2 лаба. 

KRERET E RIERA q, =1,3,3, =), E + 


л Ў р-а, G) 
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时 ,我 们 将 有 不 等 式 
Pp Sns х*у<<М„ (n=1,2,3, ...), 
оо 26-4" (Mu: +n—1) и=1,2,3, =), 
现在 我 们 来 估计 P. Озал”), AR № 


A.G), 


我 们 便 得 等 式 


Па) а D+ рта „+в, (2, 


由 此 可 见 ， 


Р, Оа") = Р, эле) + рд Pa, Aa 32) +P, ия". 


这 里 
Раза SM,-,, 
又 因 ` 
lenDI< У 
ж 
Р.Ф ЈК, е, дра) < деа [Кота ет 


但 另 一 方面 ,如 上 面 所 已 本 明 的 ， 
ПР Са азе = ЈК, ч,о, Фаро | > ум. 


хин Н, 便 推 得 : 


Крема, = 一 -nl 
但 在 这 种 情况 下 ， 
lim| P,, (fz) |=00, 
这 就 走 明 了 我 们 的 论断 。 


如 果 转 到 我 们 最 有 兴趣 的 情况 , 假设 P,( 方 z) 是 相应 于 权 岂 (z) 的 傅立叶 圾 数 的 
я 项 之 和 ,那么 用 Bm(z) (m= 0 1,3, …) 来 记 关 于 这 一 权 的 正 交 (通常 的 ， 三 角 的 ， 其 
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或 "广义 的 ”多项式 时 , 如 在 第 40 节 中 所 做 的 , 我 们 必须 合 


K,(Gz, D) = Ў, Bl) 
= 


ЗИМНЕЕ ТУНУ ВОТ О, 此 时 Kansi (>, РН 


Каин (Tl) = s> 


ЖҮН, 由 此 应 得 (对 任何 z*): 
Fi sinnt Du | Z, 


нн) 3 sins 
我 们 已 又 看 到 , MEERE K 
Orn” Klgn, 


现在 我 们 来 答 证 , ЖК w+, 是 无 界 的 , р: 


Е ВиО, 


жэ, заданное я, 便 得 到 (全 N=[ №1 | nmen- 


— 


өр 
это _ 
н т f, |> 


in жү 
p=] m+ x Sin v . 
> sz а 
541 
因为 在 区 阅 
Это (2т+1)л 
中 ,我 们 有 
m+ DA 
тр 
又 在 区 间 


(2m+ DACvE2m+ Пл 
中 , 同样 地 有 
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no sn От 
Manti Зи+1 › 


所 以 我 们 就 得 (因为 当 z>0 时 ，0 一 sin z< zY, 


而 由 调和 打数 的 发 散 性 便 推 得 我 们 的 论断 。 

基于 上 述 定 理 ,我 们 立 刘 断定 : ТЕЛЕ ИНД К, e ERELU F A) 傅立叶 般 数 
жк. * 

пи ВЕ ВА, АПЧЕ БОШ ПЕНН, 

ВНЕ ЗНАТОКА kintu qapas 27 RSA EASAN ЕТИ R PEASY 
ЖИЙ. ААЛЫ ОЛИ, TAT ААВ ЗЕНА, ЕАО НЕНИЯ, 

事实 上 ,内 要 把 Palfy x) 写成 下 形 ; . 

р. = даид, 

HERRER pCa, D 在 基本 区 并 中 对 x ШИ, НН 有 有 界 变 莽 , 而 数 


wn= Idrett) 


不 为 有 界 (大 看 第 6 节 ) УНА ЖОЖ. ITEE. д =0,1,9,-... n) BN 
АЈОВА ИГО, СР С D) ШИРИ, ЛЕДЕН = r OA G 的) ФИО 
W ШОРАЕВ — ТЕЗИНЕН tE ЖЖ. KFK wn, 它们 就 是 这 些 多 项 式 
的 条 对 值 的 和 。 在 第 27 Зу НӨ, 不 瀹 在 怎样 的 一 租 基点 之 下 , 这 些 和 数 不 可 能 有 界 。 

与 此 相关 , 便 得 B. ©. 尼克 拉 也 大 定理 , 它 在 某 种 程度 上 与 关于 插 补 基点 的 法 柏 定理 相仿 : 


ш С.М. 罗 辛 斯 基 与 Ф.И. 哈 尔 希拉 特 采 所 补充 的 稍稍 更 一 般 的 定理 的 姓 明 见 下 书 ,J. ПЖ 
WBN]. CHF 3, КИД Ж 672—678 F(.) 
43. 傅立叶 极 数 求 和 法 。 费 叶 方 法 ”对 已 知 过 和 炉 周期 夯 数 写 出 其 伟 立 叶 级 数 
(184) 35 +), 我 们 把 这 打数 的 部 分 和 
f. G) =@ + Хе. соз >л + b, sin эл) 


MEERBEEK f(z) (йз. НЭ, атп, 就 恰好 解决 了 在 
方 沉 近 的 问题 ， 且 它 一 一 从 运算 的 观点 看 来 一 一 比 任何 其 他 的 手 苇 来 说 具有 无 比 的 
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优越 性 如 我 们 所 已 论 永 的 ， 对 村 宽广 的 一 类 而 数 但 不 是 一 切 连 积 丽 数 ， 它 也 保 其 了 
тво 


lim f,G) =fG2. 

现在 自然 就 提出 下 一 问题 : ПОЗУ SECARSE t ЕСИР fa Са), ЧЕН 
FRR BAHETRA УСО, EI ОВР fet 

这 种 修改 会 由 费时 指出 D, 即 :不 用 部 分 和 万 (z), 融 叶 引 进 它们 的 算术 平均 值 ; 

Sp = Еле +G) + HSn], (175) 

HEREDI ТИЗЕ ЫН i $T 5, (z) ЖЕК ХС) РЕ АИТВ 
PETER. 

ТЕМ, НЕЧА FERREE (第 41 р) RODNI E 
жшж 


|) |<, 
Bt 


[Sn (2) | <M. (116) 
ME, 由 第 41 节 公 式 (159) 推 得 : 


Зенит Tt 


SD "ой, 
= 
2 
注意 
Tenan ре ш чун. 
EAA: 
з.) Јо Ë ат) 
最 后 ， 


е7 . 
+ | sn 
18,6917. f” = Ы Б 


1) L. Fejér[1]. 
9) 为 了 计算 这 一 积分 , ВНЕ, 5 f (z) = 13%, AROE 
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我 们 需要 证 明 :不 葵 5( 二 0) 怎样 小 , 从 某 一 个 值 二 开始 ,不 等 式 
IS,G)—fG) |< (118) 
МОЕ. ЕЖЕЛИ ЕН EREA РАМЕ ЯН TORERE 


lG) TG) |<. 019) 


ARY WERDET S) — Ta), HHT, G) 来 记 对 多项式 
T Ca) 所 构成 的 费 叶 和 数 ,我们 便 得 , ВА n ЖЛЕ, 


15.) —T, Cz) |<. (180) 
ЖЖ, Ял EAK, 
Т.о То) < (181) 
事实 上 ,用 加 (2) 记 对 于 T Cr) 所 构成 的 傅立叶 级 数 部 分 和 , 我 们 将 有 ， 


1060) ы (а) == ТСО), 
МИ пр 时 ， 


т.) = иное 15.09 +(1-2)то, 

МР л л, Т Са) ОМ Тот). ВОТ), (180) 与 (181)， 便 得 
到 不 等 式 (198) . 

44. С. H. 伯 思 斯 坦 所 指出 的 健 立 叶 顾 数 求 和 法 ”CH. Чана изн ми 
立 叶 级 数 的 部 分 和 作出 多 项 式 的 另 一 手 核 ， 在 产生 全 立 叶 圾 数 的 两 数 过 团 这 唯一 条 
фт, же ЖАНРАХ. C.H. 伯 轧 斯 坦 的 方法 因 其 简单 而 著名 , hil 
时 大 答 出 很 好 的 通 近 ; 此 外 , 仿 差 的 上 界 能 够 容易 地 用 画 数 的 回炉 模 表 达 出 米 2 。 

本 来 ,作为 逼近 多 质 式 ,可 以 取 


Ф„(а)= [ле ++ 527 г } (182) 


Ж Со) (5534 зул ОНУ. 4898 40 HARUST), 我 们 得 到 ， 


1) 也 可 参看 W. Rogosinslj[1]。 
2) ФТ 507. 
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Ё ы 7 
sin бир sin (2+0) “3 
горан ри рена -ы(® зл j” 
E] 2 "+1 
于 是 ,如 果 M 是 f(z) 的 最 大 模 , 便 推 得 
М [* n z—t 1 1 ЧА 
ро е s бир —== <= = = a 
Ко ШОГАТ?! 


£ = М 
мара е eo 


把 积分 7, 中 起 对 值 符 号 下 的 画 数 包 作 小 (6)， 
Ф@)=за@и+1)#. [о 


==>) 


我 们 看 到 , ЭХЕ ОШ, НЕ” eh т WEA 1 38) 2л 的 整数 值 ) 的 8 


Зи +Т 
НС, НО т роже шї 外 , ра, ЙГ, 
;,= бав 
35 РИ 
=> КЁ Pn a Ë Daf "U eaf. waya. 
пая, 
собери 
Fe эу" — vw (s+ эле) ү” ЯСЕ Элл г) 
南 于 


Ж СА КЕЛЕА ] 
(и т) Саан (1+ y EEF} 


ajaka 


пр ы-ун Г” Др. 
n+l 
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НИНА =Z 一 :可 得 


Г sn nt De ji ==" Ри, 
o 


[+ anu № 
š Г. 
于 是 
А 
ат sinnt) mF sinnt D: 
А ај, д -af ре dt, 
2n+1 


ЖИ, & On +1уг=ф, 我 们 得 ; 


sing a= za pa sing 
° F 2+1), фил 
+10 sina за кт 
当地 无 限 增加 时 ， 
Жа 8 —— Ë — a9= f" Stag, 
n>a, r 
@л+1) sins FT 
A * sing р> 
tim f, зы? 7% 
Qn +I 
因而 


r-i ras, 
由 此 可 见 , 1—07 n (ft, 1, 有 界 : 
1„<2яК, 

《如 果 只 考虑 充分 大 的 值 n, 在 这 里 玉 可 以 取得 与 

s 
相差 任意 小 .) 

因此 ,不 等 式 (183) 有 下 列 形状 : 

lpn (£) | <KM. 

这 个 不 等 式 类 似 于 第 43 节 的 费 叶 不 等 式 (176) . 


аф, 


a84) 


(185) 


EMRERU8) FHK Са) ТС), ЗЕ Т, Со) А-5 Ра) НАЕК ЖЕР E „ 的 


一 个 次 三 角 多 项 式 , 于 是 由 关系 式 
[f(D)—T, (2) | SEn, 


(186) 
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我 们 得 出 : 
уно [Т.о +т, («+ 221) ]<ке,. азт) 
但 不 等 式 (186) 等 价 于 ， 
Мт) ант). аве) 
而 从 不 等 式 (186), (187) ee 
| Бро +/(= ++ +5 325 :1)]- Pn @)|&(К+1)г„, (189) 
因为 ,显然 
(+= 2: )- го) |< жт (190) 


[Җи оду Ж СОНИН, 所 以 从 不 舌 式 (189) 与 (1907 推 得 
LDDK t o(a). asn 

M f (а) ОВНА ПЕНИ E, 当 半 无 限 增加 时 , EUREKA ДЕРЕ, 因而 其 左 
端 也 趋向 于 雳 D 

ЗАИРА — AE В IERRA зА УРО TA. 

如 在 第 49 А83 —}Ё, ПЕЕ ЕРТС / С) 的 一 系列 逼近 式 P, f z), E 
ЧН РАЗУ, 

P.C i= |К, df даро (и=1,3, -); 
保持 以 前 的 假 股 , ЗВЕНЕ К 
«,=| Kx) dy 

ЯГУ, EUG = ГЭР, 因而 


D RAE: УЕ Р--бИЗАМЕНКАТ F. ЯНЕ- 20, 必 有 一 p Ж= А ТО) Е, 使 
100 - Тод |Le. 
10185), 


[on 0- [Tn о (2) «кь 
ЗО TaN ТОВЫ ЗЕРНЯ АТ. BAH пер В}, Ta) 二 T(x), 因 此 当 п EKTA, ПИ 
17 2r 1 2r 
та Ти) +Т4({х+-„#-)]|-4 |тоо) © 
《由 TOMEG. ЖА. тар, I 
П -pn <(К+)». 


这 一 艇 法 的 好 处 在 对: 由 (*) 式 知 , EEAS KRAER ABATAR, EAF 
Ва ТИНА ДАЕ ЯГ. 
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on<2， 
Жн 9 是 一 想 对 常数 。 又 假设 , ШЖ DGz) 是 多 项 式 [通常 的 或 三 角 的 0]， 则 极限 关 
AR š 


lim Р„(П;ху=ПЇ(хт) 
总 是 被 满足 , н воын." 
在 这 样 -一 些 条 件 下 , 可 以 旋 明 ， 上 列 关系 式 对 于 任 一 连 芒 夯 数 /(z) 也 一 至 地 被 
же, 
ЗЕ, t fe) PE EL АВЕ В ВЕНЕТА ЕА, PEN m KLN 
式 11(z), 使 得 


Са) на. 
HRS a) П, Са ЕЕ Pr: 
PaCS 1,2) =Р, Суза) P, 2), 
由 前 面 的 不 等 式 , 我 们 得 到 ， 


[Pf 2) SK dl fo п. аро 


«аки се, 
所 以 
IP, n2) — Рея. 
另 一 方面 ,根据 所 作假 定 ， 
limP, ns) = П.С, 


所 以 对 于 充分 大 的 n, 
[Pp z) —П„(ту| < 
然则 
ІР, Уза) – Рб) |< 


D ERY Же” SAR, (ШН БЕВМЕ, ЖЕ ИШЕ Ф„ (а) ЯЕ БОНЫ ЭСЕ ERAR, J: 
АНЕ E f(x) 以 及 任 一 (>0), 可 以 选取 粗 合 


n 
П = У ии 
moi 


ERER Ло Јо) C 成立。 


BER ужи 201 
SIP S52) —Р„(П; |+ | Pp Os ху ИС) | + 0) —/(х)|< 
2 E = 


P e us Ea 
я pra ora С” 


LE 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 
在 费时 过 程 (第 43 节 ) 的 情况 F, RYO =, 可 以 合 


由 此 便 得 


FPE, E C. H. 伯 恩 斯 坦 过 程 的 情况 下 ,我 们 合 


一 š ы 
i [ виб) sin (+D) 


K, D) = 一 -— , 
ш: 4л г ва amt п 
а sin( „т 
于 是 推 得 
БЕ ЖЫШ т-4{__1 | 
e= f lsin (ап). - Ja, 


sin. 


z 
A t'anpa) 
如 我 们 所 已 看 到 的 , 是 有 
ще] Fa. 
注意 到 上 述 二 过 程 对 三 角 多 项 式 都 收 敏 , 我 们 直接 断定 , 它们 对 任意 的 过 积 两 数 


а. 
ME шт P.C; *) 写 成 下 列 形状 


Рр = ан), 
не 
= а, 


我 们 就 可 推广 上 述 最 后 一 定理 ,使 它 也 包括 插 补 过 程 作 为 一 特殊 情况 . 
ЗА, ЕН ЗА НИК Е AERAR (第 28 节 ) 的 情况 下 ЗУМА СОР EAE 
Z, Go 人， 它 在 基点 t= ЛЬ 
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прова] 
的 跳 跟 ,其 中 Tn(x) 一 cos n arc cos x. 然则 


am 一 у KP (х)=1, 


= 
于 是 便 推出 收敛 狂 。 

这 时 也 包括 С. H. {Н ВИ ИВИС 94 节 ); 2629883 w(x 力也 是 阶梯 的 : 在 /= т 
处 的 跳 跟 等 于 

Ст хта)" (m=0,1,2% л), 
且 这 一 次 
a = Do Cra)" =. 
„> 
ЖЕЕ НЕО f( O РЕНА НВА, SEU MERRER E -多 项 式 的 收 伊 考 D 攻 者 对 
f G)=x6(p=0,1,2, „ЭНН, 也 就 是 必须 求 短 公式 
15 m 
r ирта) =x. 

ЖЕНОЙ 25 ARARO), RPE BREM р ААУ 

45. 在 方 通 近 理论 与 连 分 数理 论 的 联系 设 在 本 节 中 用 Р, Са) [而 不 用 @, (2)] 
(n=0,1,3,…) 来 表示 , Р Са, Б а) 的 通常 多 项 式 的 正 交 系 。 

我 们 将 假定 , 权 О) 满足 等 式 


, 
f ww, 
我 们 来 考察 下 列 而 数 
Ое ЈР) әсрдә, A99 


ЗЕН Р, Со), ИК Q(z) 不 是 多 项 式 : НР (а, Б) а, ПИК Оа) 
一 般 没有 意义 只 有 对 于 变数 的 一 切 复数 值 以 及 不 属 基 本 区 并 的 实数 值 , EF akan qt 
地 被 确定 的 且 为 正则 的 。 如 这 区 并 的 所 有 点 包含 在 以 二 0 为 中 心怀 为 华 笃 的 图 中 ， 
BARKO, (5) 可 以 展开 为 一 般 数 , 按 变数 z (ЕРА А ЖӨЕ, ПРЕК R GU 
2) z ЗК. + 


9, = 1 E (198) 


D ЕЖЕ НИ, пыта, ат Ене ал. 
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我 们 得 到 
; 
=f’ aP (ayn), аз) 


而 由 于 多 项 式 P, (七 的 基本 性 质 ， 24 уси 时 这 些 积分 为 堵 ， 记 以 О, (о RIRA 
ШАТО лена, 


Q, = У =. (195) 
特别 ， 
0@ =o = P 0 = e=, (196) 


其 中 有 系数 c, G220) 35 9 32 节 中 的 有 相同 的 值 。 
画 数 Q(z) 满 足 与 多 项 式 P, (a) 所 满足 的 相同 的 腕 推 关系 式 。 事 实 上 ， 用 = 一 
除 等 式 (48), FERH x АБУ, 注意 到 


= z 


z-z z-z —ь 
ARÄ n2>1 时 ， 
Јр, Wav =0, 
我 们 便 得 关系 式 
а „Ола (2) — (z+8,) Q, G) +a,Q, (2) = 0, (197) 
相反 地 , 当 n=0 时， 
Jir owwa, 
于 是 便 得 ， 
О (=) — (+b) Qo (z) +1=0. (198) 


最 后 我 们 求 寻 只 由 下 列 等 式 所 定义 的 西数 Rp, 0. 
В.о = ЈР. =Р„Ф®) арау (и=0,1,3, ...). as) 
因为 被 积分 的 表达 式 显然 是 < 的 п-1ЖЖЛЬК, 所 以 可 断定 R,(z) 也 是 4 一 1 次 多 
项 式 。 特别 , 易 见 
RO=% RO=t, 


а, 
把 \199) 右 端的 积分 拆 成 两 项 ,我们 得 恒等式 
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№, (а) =P, (2) Ос) —Q,G) (200) 
或 者 
QG) P, G) = К, G) + Q, (z), (201) 

ИВ А K ИНК R, (z) 与 Q, G) (al), 同时 也 能 计算 系数 
662, 1% К, (z) 是 一 多 项 式 ， 而 QC) 是 表 作 z ARER, MARHE 
QG) P, ORR, 那么 乘积 ( 它 以 z 的 降 寺 排列 ) 的 整 式 部 分 便 是 R, (с), 而 分 式 部 
分 便 是 О„@). 

从 恒等式 (200) 得 知 , Eq tk R, (z), ЖЗ P, (x) 以 及 Q(z) 一 样 ,满足 同一 通 推 
关系 式 ， 

а,б) —(z+B,)R,G) Hap Rn- (2) 一 0 и=1, 2,3, ...). 

ФР, O BEARER ШИТ Л К, O ОНА DS 
点 。 这 可 从 第 39 节 不 等 式 (148) 推 出 。 事 实 上 ,， R ло 5 жї} 是 Pu(z) 的 两 个 相 接 
等 点 。 按 第 29 节 公 式 (145), 我 们 有 


а-на, (а) 


EA, PaP) 与 Р.С) 的 符号 相 异 ， 因 此 ， 因 为 AP92>0, FER, GM) 与 
R, zi) 的 符号 也 相 异 。 所 以 R,, G) ДЕР СРО аа) ЯГ: 因为 这 种 区 
并 一 共有 一 1 个， 而 R, G) 的 次 数 又 竺 于 一 1， 所 以 在 每 一 区 间 中 不 能 有 多 于 一 
AAC 

认识 了 两 数 Q, 2) 与 多 项 式 R,G) 后 , 我 们 一 面 来 推演 多 项 式 P, G) 与 R, G) 
并 的 值得 注意 的 关系 式 , 5 — НЕСЕ Bc Q Cr) 的 连 分 数 展 开 式 。 

把 z= 改 为 z, 公式 (198) 可 重 写 为 下 列 形状 : 


Qa) EQ la) =h 


+В, I 
ХЕ 
"Q(z) 
而 由 公式 (197) 推 得 
О.) афв — ы i 
on OE == +B, = = @=1,3,83,...), 
"Q, GQ 


由 此 推测， 
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XON 
O (203) 
ВНК 
1 
+ ___ 
хр 


(204) 
我 们 可 以 把 它 写 成 下 列 形状， 
Ша 
ЕЕ: а 


=+ 


са) 


ЕВ (а Ја) 
Е * .. 


(306) 


如 所 周知 , 连 分 数 


bn F (206) 
的 收 合子 (noaxonqtuan дробь) 


-Sn G=1,3,3,...) 


МЯТА, 与 分 世 B, 是 由 下 列 竺 式 人 确定 的 : 
A,=a, A= Ба, Анны An Нан An | 
B=b, B.=bb+as, Вы, Bn tanp By- 
щй ЭК 205) р ж (204) ВСЯ HFR BD, 


A =R, Cr), B =P, G). (208) 


(и=8,3, 


(207) 


实际 上 ,在 我 们 的 情况 下 ,4 = = asi, bum шш ‚игн рг, 
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вода RG) = А, 
a 


РОЗА, Во. в (m) 


此 外 , 多 项 式 R, G) 与 P, G) W РЕКЕ ЯК, 


МЕГАН 
Ra G) = Si aR, G) — 2 


ия! 


„Се, (209) 


Вр, (a) =P, GD, озо) 


Onyi Onti 
ERIK ROSY- UDZS 8 -FaR =, ВАРТ OG, НТИ, 
приніс DIRASA 


P, aG) = 


‚› P © 5 R, G) изей а 
多 ЗЕЕ ЗНАКИ JE Bi ИШ, ЛР 

сонцу ч у Ин 
А шт. 只 要 证 明了 在 区 域 2 пн) 一 
BUKT OO , ЗВЕНЕ THER 9 Н СОМИ 内, 一致 收 你 性 
Е 

вд 是 区 城 2 Эзил (а,б) ИЙНИНЕ, FERE CD) ЖЕЙК ЇЇ а, БУЕ ИЛЕ д 
的 点 的 区 城 ， 合 8-50. RILAN EKER WLA =E № 
中 心 , 且 通过 点 z=4a-6 与 z=0+6 的 圆 的 内 部 , 不 含 区 域 2, 的 点 (图 22)。 实 际 .F， 
ж, дшшщ 


[b-a а 
(бе) 
ВЕЕТ, ИЕ KAEN HAEA, YA (a, OEF RMN 


的 内 部 , 而 区 域 9, 显然 在 它 的 外 部 , 由 此 可 齿 , 不论 z ZER IH Ca, b) ++ ЕДЕ НЕ, ШЕЙШ 
z 在 区 域 2 中 是 怎 伴 , 必须 有 不 等 式 


tzl, an 
AR 


Eos ( 


z-z 


ж» Ый ж 207 


Г F) dp = Y АЕ, a). (212) 


ИНО 县 一 自分 式 , 把 它 拆 成 分 项 分 式 : 


` 59. (213) 
借 公 式 (212) 与 (213), 我 们 得 到 ; 
А, R) _ [> арба) _R.G) _ [1 _ = 
оо ЈО -EE SG e owo 
L Aua 
-ġ(= hn Fe) a fR Ro _ 
£ 一 Km) ү?" СД 
-Х( ) = (214) 
所 以 由 (211), (147) 与 (148)， 
_ В, 2| g-a |" apa) Аф 
[оо – 05| Ero А e r< 


н ED + 3 2565 a IN во + > дю] 3. 


= = 
BIET А = QG) (一 到 于 9 i. 
ANEMIE u шк 


од = fwo 


а 2-х 


(215) 


„=! т” 
HI A ЛЭР? (204), REWE И] ЖЕ, Е ОЛЫ, Н.В n ЖСК 
ВРА n К P,O), 而 分 子 是 4 一 1 次 的 多 项 式 R, G), МАЗ (200) Hé 
得 ， 


R,G@) _ О„@ i 
Qe Pp- P.G” 


XIN O, (E # ЕВЕ ЗОНЫ ВСН z ВЕНУ 
开 式 从 лы НЫ, 因而 其 左 映 也 是 这 样 。 容 易 明 白 , ЯРАН ИП ЯК 
BSI Ani OG), ЧЕН РАСТ", Э n ЖН ДК 
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RER: Осо —®= BE НЕ z ЖК ч 25 er EI 3F46D 。 由 此 推 得 关于 
ОВЕН ОНИ, ЛИ 


qes f H 


a 2—20 
RA HWRE) 25382 8k, 使 得 Q(z) БВ n АМН т, + 
子 的 各 分 母 分 别 与 未 知 多 项 式 只 差 一 常数 因子 ; 要 想得到 P, (z), 只 要 再 把 求 出 的 多 
项 式 正规 化 就 行 了 。 

#1. Е 1+1 НН 


э(ху=уу (ху) = 


情况 下 ,本数 


нае l(t ах 1 > 
И т 


可 展开 为 速 分 数 如 下 : 


M RAGE ТС РЬ, РАЗА. 
12. ео 
ворс) НЕ 
之 下 ,我 们 得 到 


-信人 авия 
ewf rE ER а р 


а z—x 


1) жир REK 


Ви (0 
9‹— Рк) % Qo 


эти. ВУЗЫ Ри 5 Ри) пя, шы -人 = 


但 这 只 有 在 А, PS 一 RSPn коже 82 
Ph 


2) РК z= сове, 可 得 积分 


1 +. d 
Эт 0-я 10” 


这 在 第 34 节 中 已 算出 来 了 。 
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而 连 分 数 展开 式 


各 收 旬 子 的 分 母 为 ( 除 常数 因子 外 ) 多 项 式 Unlar). 


яз. жи 
ро) =род= 1 
之 下 ,我 们 有 ， 
ltt dx _ 1 
a у= 
MMAF MERG? Xn (a). 


附注 AITES — E RER KAFEA НИО, 只 是 在 本 节 ( 第 45 
节 ) 中 方 建立 了 这 两 种 理 脸 的 联系 。 从 历史 观点 来 看 ,值得 注意 ; 正 交 多 项 式 的 一 般 理 脸 的 创始 省 
П.Л. S HLM KAE AAE TER E FEA A R HRA 所 以 他 把 这 两 种 理 脸 有 机 地 融合 为 一 。 
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平均 考 通 近 法 与 一 致 (最 好 ) 逼近 法 
46. кюй ”假定 a 与 是 两 个 正 数 , 而 且 为 了 明确 起 总, 膀 
а<5. (1) 
ки 
a+b 
aib, улу, 4. 


分 别称 为 数 4 及 5 ИЖАУ, ДАТЕ ЩИТЕ. EE а ib 21, 而 且 只 
HH a=b 时 才 可 能 相等 ， 由 这 个 性 质 可 内 在 均 这 一 名 称 是 合宜 的 。 

9/1. 两 数 的 再 和 平均 不 超过 它们 的 算 木 平均. 

KRE hT- EVH at> 68 Жу 15-955 
ASIER. 

92. раа EEEL, 

KER ko i (a0) >O WHAE +) Sab, DR a+b а a 5285 < ab. 在 这 次 也 
是 只 有 当 a=b 时 地 可 能 得 到 等 式 ， 

一 般 地 我 们 构 定 把 下 列 称 式 所 确定 的 数量 Al) 称 为 = 与 4 两 数 的 * 阶 (sx0) 


。 只 有 当 a=b ya 


һа,» (EZE) т (2) 
特别 , 当 s*=1 及 :5= —1 时 , 就 得 到 算术 平均 与 再 和 平均 ， 
a+b 2ab 
Aila,b)= T A(a,b)= ató" 


KEROH s=0 时 没有 意义 。 然 而 当 s GEFEN, А, (а,Ь) AHR, HH 
限 等 于 几何 平均 Wa5。 事 实 上 ， 
#-1 


ша, о) (160 01), 


lmlgA,G 8) =lim (А+) - 
mi p 


210 
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== (+1) Гаваны, 


РА 5 z 
由 此 可 得 [如 果 合 Ao (a, b) =lim А, (a,b)] 
Aola, b) = аё. 
数量 


AslasbD) = ее 


Жорка B b 的 平方 平均 . 
93. 两 数 的 算术 不 均 不 超过 它们 的 平方 在 均 。 
实际 上 ,由 (a 一 6)?>0 可 得 


РИ 
(ака +E, 


+ 
atb ЕЕ 
一 一 入 —. 
7 < 


显然 , 任意 阶 的 在 均 Au(o, 急 在 < 与 6 之 并， 
a<A,(a,b)<b, 
RME EH 
аА (а, Kho (a, b) <A, la, b) «Аа, b) <b, 

tti KERER ERER 5 a=b 时 才 可 换 成 等 式 。 

TAEAE: 如 果 a Cb, 382 235 А, (а, P) JEB + ИТЕ К, ЗАВ, 5 +< 
ЗМ, ЕРЕ ЕЗУ 

А„(а,5)<А„(а,5)„ 
ЖИЛ А ЗАЕВЯ CB +550) 


4 
Аа, >, 


ш 
а = 1 elga+5lgb 1, (a+ 
A, s r 
由 此 得 
4 _AlgA+BleB , A+B 
*® 13А,(а, b) +В ig з 
其 中 


A=a, B=, 
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或 可 换 写 为 
Alg4—2. АВ AHE „вив 
AFB 


si ща 


上 式 右 端 分 数 的 分 子 是 画 数 9(6) = g t 的 二 阶 有 限 盖 , LAE” G) = А 一 0， 所 以 这 
个 有 限 差 是 正 数 。 由 此 得 出 所 斋 要 的 烙 答 0 . 


最 后 要 证 明 
limA, (a, b) =b, ‹з) 
ша 
Ji А, (а, Б) =а, (4) 

如 果 注意 到 4 <1, 那么 关系 式 (3) 可 以 直接 由 在 均值 À, (a, b) 的 下 列表 示 式 扒 

Hh. 
ЖИ РЕТ Гуй 
A, же сй pS 
в уз WOR 
同样 可 通明 关系 式 (4 ). 


如 果 [ 除 去 条 件 (1)] 物 定 用 A (a,b) 及 A (а,Ь) 分 别 表示 a 与 5 两 数 中 最 大 的 及 
最 小 的 数 ,那么 下 列 关 条 式 成 立 : 
lim А, (a, b) = А (a,b), (5) 
Jim A, (a, b) = À (a,b), (6) 
平均 数 Al (a, b) 以 及 A (a, b) 5 А 《4s 全 显然 有 齐 次 性 : 
А, Qa, Ф) =1A, (a,b), 


À (04,15) =1А (a,b), 020), (7) 
A 2,16) =АА (a,b) 
如 果 除 了 正 数 a 5 b 以 外 , На 与 两 正 数 ,那么 当 s>1 时 ,下 列 不 等 式 
А,(а+а',6 +5) <А,(а,6) +А,(а’, 5). (8) 
ATERBE A 


фо = 0а+а дауа рыр) OLD), 


D 为 了 包括 :=0 (ЙДЕ, RAE 
иа Ча As eb) 
存在 并 且 是 正 数 。 
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ЖЕК 
oc) =O. 
计算 后 可 得 : 
Ф"@) -5 Ф Гр" -6-10)%00], 
而 在 另 一 方面 , 我 们 有 : 
POPO —G—1)9"%(0) = 
= 296-0) [a+ a-a J+ а-у ан аа, 
上 列 等 式 的 右边 当 521 时 是 正 数 , 当 s=1 НИР. Bip 
ora) >00 (0<;<1), 
从 而 
1Y<@%(0)+@G) 
° (s)< 2 bi 
因为 
| 
DOSA, DA) (3) = Ааа, 
ВЕРИМ ИНГЕ), За НИЕ Ж ВЯ = 12 = 


时 才能 用 等 号 
在 不 等 式 (8) 中 合 s 无 限 增 大 , 在 极限 情形 可 得 


А (а+а,Ь+Ь) < А (а,Ь) +А(а,ь), (9) 
可 是 这 个 不 稀 式 也 是 明显 直接 的 。 

HEITAN, 当 5<1 时 ,不等式 (8) 不 能 成 立 。 而 在 这 种 情形 下 我 们 有 不 等 式 

А (а+а', 6+6) < А: (а,Ь) + А (а,Ь), (10) 
这 是 由 于 当 s<1 时 ， 

(х+у)'&а*+у'1› (2,220). ар 
s РЗОК РДЕ ЗН п DER а, 的 情形 (i 二 1,2,…, nn), 这 时 合 
А, (а) = (аа )'. az 


特别 是 算术 平均 、 几何 平均 - 与 平方 平均 可 由 下 列 公式 答 出 : 


D 实际 上 ,如 果 0<s<1, BAER РС) 一 te оа, є хот ннан, 因为 
900) = яб) =1, ВДЕ PUKI АКЛ p= 也 后 ,就 得 到 (11). 
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Saps ateit , 


Ао(а) = Аа) = V аатта,» 


Аҳа) = 4+7 Д 


п 
与 两 个 数 的 情形 一 样 , T ARE: 
1) 如 果 用 A (а) 及 A (a) 表示 a 中 最 小 的 及 最 大 的 数 ; 


A (а) =min (ал, aa …yan)， А (а) =max (as ax, a,), 
那么 
А (а) < А, (д <Ё (ад, 
2) A,(ai) 是 阶 数 * ОНТ Т), 这 就 是 脱 , 由 不 等 式 s s 可 推 得 
А, (а) <А, (a), 
8) жж 
im д,(а) = AG. 4, (a) = Аа) 

成 立 ， 

4) 4.220 Bh, 4,04) Ка), НАГА Оад=®А (а) 5А Qa) =à (a); 
最 后 ， 

5) HPEH a, 54 (i 一 1,2,…,n), 我 们 得 到 


A,(a, +a) SA, Ca) + Аба) (s>1), 
Ака, + а) Аа) + As(a’) г< М; 
我 们 进一步 推广 就 得 到 阶 加 权 平均 的 概念: 
Аад = (patt рий + рот, аз) 


ЗЕ р 1,2,5, п) а 
Фр раі 
的 正 数 。 这 时 性 质 (1) 一 (5) 还 是 成 立 , 不 必 作 任何 改变 .。 
яп, ЗРИТЕЛЬ БАУМАНА УС 
б илк, Б 
а> Рэд], as 
Ж р(х) 是 微分 权 , ERER A M EH ЗН Е 


D 在 A @р<Арм. 
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ЈА вс аа аву 
МАИ. 
DDA) BARA Va) KRR KRANEN 
а= f° чар) |, ав) 
Жир (а) ЖЕ (а, b) ататда в, ФАЗЕ 
мера. ат) 


当然 , НЫН ТЯ (16) ЭТИН 2839 А, ЭЕ ЕЛИ ВТЕ Ж —#О zÉ 
HERAA., 特别 , ШЖК У Сг) 有 导数 业 (z)， 那 么 积分 (16) 可 化 成 (14) 的 形状 ， 
KRENG pr) 二 W(x)3 另 一 方面 ,如 果 丽 数 炒 (z) 是 “阶梯 的 "， 这 就 是 脱 ， 如果 在 
基本 区 并 中 除去 有 限 个 (xn 个 )D 点 zi 以 外 , 它 等 于 常数 ,而 在 点 z, Rb, WISF 

Pi=Y(z,+0) —лф(х,—0) G=1,2, n), 
那么 积分 (16) 可 化 成 形 如 (18) 的 和 式 ,其 中 应 当 合 
а= (2). 
表达 式 (14) 与 (16) 只 有 当 sae0 时 才 有 意义 ,但 我 们 分 别 含 ， 


ү 
A f)=limA,( у=“ шуба» ав) 
r" 


b 
АСР) = Ша А, (f) а п сеа че, 
тч 


ЕНИ ЕИ Я СЙ ЖЕШС СРЕЗЕ ЕЛЕ К ЕЛЕ 
积分 值 为 一 co, RKG AC) =0. 

完全 同 梯 , 如 果 由 f(z) = 0 可 推出 ( 当 50 时 ) 公 式 (16) 有 边 的 积分 履 散 我 们 
HWRE A.C f) =0. 

用 СЕ) ЖЛЕЗА М ERR V Сс) HIERA x ERI, ТОЛЕ АГА 
О 2k, О VC) НОД, ВЕ АВА РАВ 
HERMA, VE) Ар ТЕЗ. 显然, 集 (E) 是 并 集 , 亦 即 包含 (E) 中 任 一 子 点 列 的 
Бр. 

ЖИН ЖЕПК / (о) ZERA d НЯ, ПОЕМ CE) LARE, сЕ 


或 
a9) 


1) ИЖ w(x) ERARA, AAAA 8828 4-. (НЕМЕНЕ ШТ, 这 些 点 所 
成 的 集 是 可 数 的 , AEB, 它们 可 以 排 成 序列 的 形状 ; 


60 
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集 上 达到 它 的 最 小 值 A (下) 与 最 大 值 A(f): 


ACf)=minf (2), А (Р) =тах/ G). 


现在 要 征明 ,居于 形 如 (016) поч, лави 1—5) НУ 


立 。 
直接 由 斯 提 叶 斯 积分 的 定义 , иг. 
AC(f/)<A,(/)<SA (f). 
жс, 
Јад ас тах "(аў = [max / (ау 807025 


由 此 可 推 得 不 等 式 (20) 的 第 二 部 分 ; 同样 可 推 得 它 的 第 一 部 分 。 
BENEM ACS JALER s ОИК, 这 就 是 股 , Ч 51<ss 时 ， 
АСГА, СР). 
实际 上 ， 


b 
F aNg f adp) 
Ява = ловле -41s f° лез, 


* f rayo 


b 
F (a) lg F (z)du (a) 
ИА Еее “lef сэг, 
[ғ ауа) a 
зрелая 
Fo)=f:GD, 
vas 
] ! FD)dy(z)=F* >0, 
HARIO) =tlgt 有 正 的 二 阶 导 数 ( 当 10 时 ), 所 以 


D 当 画 数 7 О) 在 集 () 上 至 少 取 两 个 不 同 的 值 时 , 当 积分 发 艇 时 也 是 这 梯 。 
2) 关于 :=0 的 情形 , ADER RY: 


Ава лире 
ls ° s ds 
ПР ЕТ 5 lg f OR E у (а) BENEI ВНТ]. 


b, 


Гуа) -人 ловор 
2 


>0 


(20) 


(21) 


(22) 


(28) 
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фени + а. аш]. @,#>0), 
由 此 得 
сда ЕСЕР +С) F| 5 (ЕЕ) ] 
再 积分 并且 注 意 到 条 件 (23) 与 (17)， 
[сола вадар) Е", 
亦 即 
л А ; 
Ј ғсер со) арсар Је со арсола ‘керио. = < 
这 梯 , 回 到 等 式 (22), 就 可 看 到 
silga n>, 
БА, СЛЕ s ИНК, ERIEK RR (24) HAE, KBER 


Ра) ЕКС) ЕЗ, А, ЭЖ EER, ААС A, 了 ) 是 增 丽 数 。 
Жк, ЕН ЗГ. 
mA САС), mA (NA). ау 
例如 我 们 证 明基 中 第 一 个 等 式 如 下 。 为 了 简单 起 见 ,全 M= А с/), ЕСЕ 
的 一 点 ,f(z) 在 这 点 取 数 值 М, IATER Сад ЖИН, Bi pR e 是 怎样 小 , 可 
以 指出 一 个 名 合 得 当 |z 一 |<6 f (DM Es VAR WEER E MEHAR 
的 ,内 而 
Фано WE- >0, 
我 们 得 到 
[е лса араг Pa > Me Lt 06—00, 
于 是 
MP SM C+D 0—0], 

由 此 得 

lim А, /У>М—*, 

= 


又 因 & 可 以 随意 小 ,所 以 lima, (>M, 另 一 方面 , ЗМЕЯ А, (/)<М, М 
此 
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lim A,( f) =M. 
pa 


RPPN W т 55 ИНК. 
LAP =LA, 
AGf)=LA (f), 0220), (26) 
Тлар А (f) 
但 要 评 明 下 列 不 等 式 : 
A,(f+g)<SA,(f)+A,(g) 5205, (27) 
ACS +g) EA f)+A(g) (<). (28) 
% 


по Јоса овса), 
оо) =р =), 
我 们 有 


Ф"@у= 1, 9 + OPOPO 一 (一 1D92(0] 


另 一 方面 ， 
b ь 
зро)" 一 人 一 1) p" @=ас-0) f Е?(х)а# (л) -J Gz) dEr) — 


ь ИС 
-[ f F(x) С‹х)а+ w] Ь es) 
Жн r ë sy 
FESHU Dga), Са) = РС) —g(a), dr (а) = Ета) а(х), 
由 布 尼 亚 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 当 * >1 时 ， 公式 (29) 的 右边 是 非 负 的 ; 因此 Ф") 
20, 从 而 


зү Ф(0у+Ф(1) 
(<=. 
内 为 
OSAD, IDAS) 901), 


所 以 我 们 得 到 关系 式 (27)。 在 这 个 关系 式 中 ,只 有 在 下 列 两 种 情形 下 才能 采用 等 号 ， 
或 者 :=1， 或 者 G(z) 5 F(a) 相 羔 一 常数 因子 ， 亦 即 g(x) 与 (x) 相 盖 一 常数 因 


D анлим 
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子 。 

在 不 等 式 (27) 中 取 s—co 时 的 极限 就 得 到 

А(/+&)<А(/)+ A (O. 

不 过 这 个 不 等 式 也 可 直接 从 和 的 定义 推出 。 

ФОБИИ. 

47. вияевхизяхикьжальваах UNE f Co) 在 区 间 [a 
БЕНЯ BL Са) 0945 38 ИННА ВЕУ 

m= f° [P,Cz) —f (Yd Ya) 
成 为 极 小 的 关 题 ,其 中 P,(z) 表示 “广义 多 项 式 ” 
P, Ga) =pl) +czpa(z) H + en p, Сх), 


И Ш pa Сх) (k= 1,2,....n) ЕВРЕИ Ш) ЕД, 井 晶 成 一 绕 性 无 关 的 西数 条 。 
如 果 要 使 积分 


те [Пред года (80) 
成 为 概 小 《在 这 里 根据 问题 的 意义 ,* Е ЕО, 30232 s 次 通 近 的 开题 。 当 
s= 2 时， 我们 得 到 上 述 平方 通 近 的 开题; 当 э 1 时 ,就 得 到 “一 次 逼近 "的 问题 ;后 一 
ШШЕ Р (z) = z 的 情形 下 有 简单 的 几何 意义 :在 ?= Pp Ca) 与 ?= f (z) ВИ 
的 面积 必须 尽 可 能 小 。 
利用 第 46 节 的 甩 号 , 可 以 把 积分 (30) 写 成 下 列 形状 
1Ф= Pf D)» 
и, + 
Е„(а)=Р,„(а) -f (2), 
我 们 有 
I@=AKIR,I). (31) 
现在 来 解决 所 提出 的 问题 ， 我 们 应 当 首先 特别 驶 明丽 BR уз Са), Фа (а), = 
gn(z) 与 f(z) ПОЉЕ НОНЕ. К 下 列 恒等式 一 定 成 立 ; 
MPE) + Аф, ба) +u f (z) =0, 
ЖАШНЫ, B BGR (Zz)，…, Pn (1) EEK, 所 以 uae0, 因而 上 列 恒等式 可 以 


f(D ард + адрас) (а= ааз т2н), 
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在 这 种 情形 下 ,积分 ГР RENESTE, ТЇ B. FUN E „= „ол 1, 2, п) 时 这 个 
ГЫ кат 
ЗА Ф (z)(k=1,2,...,n) 5 f (т) 所 和 组 成 的 画 数 系 线 性 无 关 ， 那 么 当 系 数 
съ 取 任何 值 时 ， 差 式 Pu(z) —/ (z) [在 集 (E) Бур, 因此 积分 ГР 总 是 正 
ж. 
显然 积分 Г 是 系数 с, HAB 
ГРЕЗ, е). 
我 们 刚才 已 元 看 出 ， 
8,(с)>0. (32) 
现在 来 证 明 &(c) 是 系数 c, ОИК 
用 工 表示 适合 下 列 条 件 的 数 
фиа) | G=1,2,.... n) 
JH ВОЯЖ c, 的 增 量 。 


如 果 
<= 
G=1,2, yn 8 是 任 一 正 数 )， 那 么 全 
(а) = века), 
我 们 就 有 
lota) |<n-E L=, 
或 2 
Ао) 


由 此 对 于 任 一 2220, 我 们 得 到 
Ао < ор, 
并且 特别 当 0<s<l 时 ， 
дер <». 
现在 利用 第 46 节 的 不 等 式 (27), 可 以 断定 在 521 BF, 
[бус] ACIR, |А, СА, DFA Ce) е, 


[сд = А, А, +оо) <А, ор +, о) Таа +, 
因而 
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|а (erth) — ду (сд 1, 
ижи, ду (с) 是 ci ЭНЕКЕ У TA д, e) 也 是 НК. ШЖ s<1, 那 
么 由 不 等 式 (28) 立 即 可 得 
|ó, +h) —д,(с) |<. 
BET AEAF е 6,060 达到 它 的 下 界 4。 假 车 6 的 变化 区 域 是 了 
№, ш 9, (о) 的 连 粮 性 可 以 推 得 这 个 烙 论 (根据 一 个 著名 的 定理 )， 但 是 因为 每 个 6 
可 以 从 一 oo 变 到 十 coy 所 以 在 这 里 还 需要 另外 考虑 这 个 问题 。 


首先 考虑 适合 
4-1 (83) 
= 

的 那些 组 oi。 

于 是 当 

ўла 
= 

时 ,我 们 有 

Si Ear awo. @p 
a! im 


现在 股 是 任意 一 组 数 ,并 生 引 用 记号 
кз=ў°а, 


我 们 就 得 到 ( 当 5221 ND 


3 G) =A( 


Ўл) |5 |) аро 


-ka| я.) аал. 
因为 


所 以 由 不 等 式 (34) 可 得 


D 我 们 利用 显然 可 以 从 As СЛС А, O 推出 的 不 等 式 As G->A; С Д0. 
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(|Ë |) 
因而 
б соки" АУ. (85) 
КИЯНЫ, RER (35) MALAK, DEU АВНЕ АЯ 
。 册 此 可 昆 ,在 求 极 小 值 4 时, 只 须 考虑 使 得 不 超过 某 一 确定 的 数 (例如 ,，K < 


АНИ 但 是 这 个 区 域 是 团 的 ; 因而 6, (ci) 在 这 区 域 上 可 以 达 

aT 
Ета 

当 0<s<1 时 ,我 们 必须 用 不 等 式 (28) 求 代替 (27), 于 是 得 到 

BESKE м, 

由 此 可 推出 上 述 粘 只 。 

现在 来 看 是 否 可 以 断定 9, (cO APAR RES E, HRES, A 
知 可 以 断定 我 们 的 极 值 问题 有 唯一 的 解 ? 设 所 考虑 的 是 :>1 KAIRE, ARA 
а 5 се 存在 ,使 得 

ару |), 


А5 в. -/|)= 
而 且 对 于 所 有 其 他 的 各 组 值 c, 下列 不 等 式 成 立 : P 


Х| атл), 


那么 我 们 就 得 到 : 


+ 


мял) АДО вил) (Е иг) 


<a е ins) =), 


面世 在 这 里 只 有 当 
È er-s (È an- г) 


манне, АВЖ Ф-3 f ERK, иги, C=1, d'= (1,2,6, п), 
因此 所 求 的 解 一 定 是 唯一 的 。 
下 面 的 例子 指出 这 个 灶 认 对 于 s=1 ERER. 积分 
全 lz-eelax 
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аон, Зет. РНБ МАТОВЕ 45. 
除了 使 得 积分 ГО 为 极 小 的 问题 以 外 , СТЕН F ANECA H E 
T,=max| P,G) -f G |, (36) 
共 中 (E) 是 一 天 点 集 [在 特殊 情况 下 , CAERE (a, БУЛ, Ps(z) 有 前 述 意义 。 
用 第 46 节 的 记号 ,我 们 得 到 
L=A(0P,-—f |). 
当然 ,我 们 所 考虑 的 数量 是 系数 c, 的 而 数 : 
КОР, =). 
PI DARE ATE ЬЕ, ЗЕН РЕ с, 35И ЛЬШ. ЧЕНА 
上 的 相 念佛 :这 是 由 于 用 Д, СР) 1) 5 А Cf) 所 本 出 的 表达 式 有 相同 的 形式 性 
质 。 因 此 我 们 没有 重 作 永明 的 必要 。 
然而 我 们 还 要 考虑 在 什么 条 件 下 可 以 断定 所 提出 的 极 值 间 题 有 唯一 的 解 。 在 一 
般 情 况 下 解 不 是 唯一 的 。 为 了 味 实 此 点 , SE tnt, 可 以 用 一 种 丽 数 9(z) 逼近 已 给 的 
HIRS (z): 86 | / (а) | 达到 它 的 概 大 值 的 点 的 邻 域内 ,这 种 PC) НЕ, 
ик Р, (оа ой т KEAR, ВОНИ 
以 后 我 们 要 证明 这 个 命 是 (第 48 节 )。 

注 霹 ”这 里 所 引进 的 “ 震 " 通 近 法 这 一 型 式 ， 在 本 闹 上 与 以 前 各 章 所 考 虚 的 型 式 的 通 近 法 不 
И f Ох) 3 g GO 
їйїн, РО» x) ЕВА f G) + ЕСО АВЕ. AK, BEEE. H 
Жл, s=2 ЖЕЙ OFDM ЕЕ ВАСА) ВНИИ, 这 是 两 种 型 式 的 
ЗВЕНЕ: ЖЕ 3 (йл. ap pak ВЕНА) В РНЕ. 

任意 次 数 s 的 等 逼近 法 很 少 被 研究 过 ; 已 趣 得 到 的 结果 有 些 不 连 芙 性, 这 无 疑义 э ЕНШ. 
МОГЫО Т s=2 的 情形 以 外 ) 要 困 浊 得 多 ,因而 它 只 有 有 限 的 实际 意义 DD . 我 们 地 为 在 这 
里 向 读者 介绍 这 种 蹇 肖 近 法 是 有 和 丛 处 的 , 因为 它们 可 以 用 革 种 形式 使 一 大 类 不 1) АУ 3B Ut АЗ g: 
化 ,而 且 形 成 一 个 芝 粮 的 钙 条 ,不 方 肖 近 法 及 其 中 一 个 环节 ， Заара CR 通过 法 (本 
就 的 起 本 研究 对 象 ) 在 鲁 条 的 一 关 . 

现在 来 看 关于 党 通 近 法 以 及 一 臻 通 近 法 的 无 劣 过 程 这 一 方面 的 问题 。 
кыли ок 


ФС), ба), Pa (Ts +, (87) 
MAREE HE О Е ВВ Са, b) ЕМНЕ Н Ec БОНЕВА n ЖЕЛЕ Pt Ж, BOR p, CO) 


D 可 是 我 们 指出 , 关于 ;=1 ВОРНЕР РЕД S А. А. Марков, А. Н. Коркин 以 及 Е. И. 
Золотароз #4 РЕЖ. 在 这 方面, МТ Н.И. Ахиозор 的 专著 П) (第 81—101 Д). 
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({=1,2, ZERRE, 53—18, УВЕ И. ВНИЗ 
积 画 数 。 可 能 对 于 某 一 指标 nn 以 及 车 干系 数 cG=1,3,…,n), 下 列 恒等式 成 立 : 
Ка) EAP E) HAPE) + сф, С), 
要 这 个 恒等式 成 立 , 必须 而 且 只 须 mi(z)G=1,2, ---,п) 5 fC) 所 和 组 成 的 丁 数 系 不 是 
灵性 扰 关 的 ;于 是 显然 对 于 所 有 上 比 n 大 的 指标 也 是 这 样 。 
不 考虑 刚才 所 目的 情形 , AFE- n, 我 们 提出 使 下 列表 达 式 成 为 极 小 的 问题 ， 


генде). 


把 符号 A 看 作 А.С) А, АЕ ВИЗИТА S -KNEE R 
MERAS, 当选 取 次 数 为 ;>>1 WREE, 系数 c, 是 唯一 地 确定 的 。 把 и, RRA 
KSO MEER g,G)G=1,3, o, п) ЖЕНИЗ, 亦 即 表达 式 O) 的 极 小 值 ; 那 
么 对 于 任意 的 co 有 不 等 式 


O(c) Dhns 
而 且 至 少 对 于- 一 租 a, IOT DESER: 
ENA =. 
RADA, нить а, пуй ЛУВРЕ), 
ињ Du, >, зву 
事实 上 ,我 们 要 对 于 一 类 画 数 求 表 达 式 Te 的 极 小 值 ; 在 从 次“ 多 项 式 ， 转 到 
+1 次“ 多 项 式 "时 ,我 们 扩大 了 这 类 而 数 ， 因此 这 时 梳 小 值 本 身 不 会 ШЖ. 
形式 的 证 明 是 这 样 作出 的 ; 根据 数 us + 1 的 定义 , 对 于 任 一 组 ;的 值 , РАКА 
ARE: 


tD (о, oy бусин Phn 
因此 , 特别 有 
ERAD т, с, би. 
但 是 显然 
Оо, dm, ..., н, 0) ет, соо, eye) =н, 
由 此 得 到 
ии. (885 
PBE ЕШИКЕ ИРЕ, 从 某 一 指标 n 开始 , ООЖ Ф, (z) G=1, 2, ..., 
т), SCE) RERE RERE H, АЕ ВАШ n ВН, 所 有 的 数 u, ЖЕРЕ. RMB 
有 的 kw 都 是 正 数 。 
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用 表示 它们 的 极限 ， 
нар, 
显然 ， 
и>0, (89) 

И-М О RIBER MESET IERE I ЕНЕ) KE 
Z). АРАП БГ ЛЕЙ, б) G=—1, 2,3, «НИЗ 
ор ткт. вой 

当然 , —Ж Ж, 夯 数 逼近 的 可 能 性 以 及 画 数 序列 的 并 合 性 与 所 取 的 逼近 的 型 式 
有 关 。 不 过 我 们 指出 下 列 一 般 的 原理 。 

D ЛИ АНД VO SRR s Ж СБ С ЕНИН, НЕХ 
数 BUDE Fa EES OAAR sE PA 
样 。 

事实 上 , Б 090) 5 6 (с) 表示 积分 (看 作 系数 的 画 数 ) 


(15 а, р! = (1 = 
(1-1) 与 (| л) 
R 4” жс G =1,2, уп) 表示 与 表达 式 A ЗВАНИИ, u, 
及 4, 表示 这 些 概 小 值 。 那 么 我 们 就 得 到 
OPG =, PM) =u" 


另 一 方面 , 根据 第 46 节 的 不 等 式 (21)， 
&([ ег) а, (еол), 


亦 即 
[асуу «ВУ, 
双 因 
ENEY бобою), 
由 此 得 


Hp =E) KOPE) ее =, 
如 果 lim u, =0, 那么 显然 也 有 limu, =0, 
in 


> р НОЕ ЖЕНЕ 
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EROE 表示 6 的 而 数 


(а-л), 


МЫ, ду? (с) 表示 с, 的 夯 数 


Мөл), 


E, 与 un ARR EIER BS (f, ЕНЕВО С 与 cf"? 处 分 别 达到 这 些 要 小 值 。 


于 是 利用 关系 式 (20), 我 们 得 到 
брон) боо Cg， 


因此 
u <, 
MAAEMA RM. 
下 列 命题 是 定理 1 及 2 (Ей. 
D 在 取 同一 权时， аав 9.( 0-2,8, Озеро ЖИ, 


应 用 本 节 中 所 引用 的 术 牙 ,可 可 以 把 礁 尔 斯 德 拉 斯 定理 1 及 2 概括 并 改 壕 如 下 ， 
ели 
l,z,z3,.. д”, 
Е ВИНЕ оо НОЕ. 
定理 2. них 
я {жые ену 
sin >, sin 92, =+, sinnz, + 
所 租 成 的 南 数 系 Dk ВЕНЕ САИ ПОЗЕ ЕЕ KEE 2a 的 
ЕС DREMA 的 
AFEAL ERARE, 在 这 里 没有 作出 的 必 
48. 由 比 谢 夫 所 指出 的 最 好 通 近 的 条 件 ЗЕ, 使 得 表达 式 


T-max | -ғ9] (40) 


成 为 极 小 的 西数 逼近 法 称 为 一 臻 或 最 好 逼近 法 (参看 第 37 节 , 第 219 面 上 的 记号 ) 。 
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E RES СЖ 47 节 ), А f (z) ЕНОТ, 9; (z) (i=1,2,…,n) ВИНЕ 
线性 无 关 的 画 数 系 , 那么 存在 着 与 所 求 的 极 小 相对 应 的 系数 值 (i 一 1,2,…,n)。 我 
MERER, 在 一 般 情形 下 , 问题 的 解 不 是 唯一 的 . 

不 难 证 明 , 如 果 引 进 比 较 一 般 型 式 的 表达 式 


5, =maxqG2 | £ афи) f G) an 
作为 À, KIRMES ЛЕ N, ZEX RU аса) 是 在 集 (E) HREH 
0т<а (2) SM (42) 

的 不 千 式 的 过关 正面 数 。 

一 到 各 近 的 计算 问题 比 焉 方 逼近 的 时 算 困难 得 多 。 

BEBE КОЖ СО ЭШЕК 1, z, 2, =, 2" ВИО, КВЛ ВАНЯ 
项 式 的 逼近 问题 。 同 时 我 们 只 考虑 集 (E 化 为 开 区 间 的 情形 , 井 且 不 失 一 般 性 ,可 以 
障 这 个 区 间 就 是 一 1<z<+1. 

奖 比 山 夫 [2 在 首先 提出 了 "最 好 ”一通 近 的 虽 辐 后 ,指出 了 一 个 光 数 不 高 于 
БЛ PCO НЕВИС Е SOES E D “n 
МЕ 


(2) =4(2) [У (=) -Р(2)] 
KERMIS +1 Иан 
L= шах, qG)|fG)-PG)| 


<< 


по 欢 。 换 句 话说 ,一 定 有 n+2 个 点 za 

ан <z, S Hl, (43) 
АЖ РАНЕ, 

Rea) = (1) e L G=+1 m; —1; i=1,2,...,n+95. (44) 
M Ж BE J) 32 ЕЖЕЛИ. ТИШЕ НИНЕ ЧИ) БОНО z, E 
已 部 找到 了 多 项 式 PCz)。 用 (É) = (EDRRE R G) 二 + 工 的 点 之 所 成 的 集 ,用 
(GE) = (E) 表示 使 得 RG) = —L tB B£ z 所 成 的 集 。 显 然 ,这 两 个 集 都 是 于 集 。 我 们 
注意 到 任何 闭 集 含有 第 一 点 与 第 末 点 〈 亦 即 其 中 的 最 小 数 与 最 大 数 )。 不 失 一 般 性 ， 
可 以 股 (万 ) 的 第 一 点 在 СЕ ОБ АКНЕ. В, СБА, о СБУ 
一 点 ,而 且 一 1<z1<z:。 识 (到 ) 是 属于 (E) 并 且 满 足 不 等 式 z>z2 的 点 z 所 成 的 集 ， 
ЭСЕ) АК, 所 以 它 有 第 一 点 ra 而且 zs>zs。 设 (ED 是 属于 ( 语 ) 并 且 满 足 不 等 
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A то 的 点 工 所 成 的 集 。 因 为 (ED) 是 玉 集 ,所 以 它 有 第 一 点 zo 而 且 z— m. 

1 СЕ) 5573525438 Bh, ОХ ИЧИНИН FE, 我 们 就 得 到 满足 下 列 条 件 的 点 z, G 
=1,2, …)， 

<<< (2) =(- 0 G=1,9,.-.3, 
НЕ kE IL JBS, 事实 上 , 如 果 集 CE) 中 任 一 集 都 不 是 空 集 , 那 么 满足 条 件 
С z, ЖЕ s TEA HER #=limz,<1, XAH Кот) HE Е ЗРЯ 
数值 + 民 与 一 局 所 以 它 不 可 能 在 这 点 连 种 。 因 此 ,我 们 设 zm 是 点 zi 中 的 最 后 一 点 : 
一 1T<zi<z<…<zw<l， R(z)=(-DiL G=1,2,...,m). 
应 当 证 明 
т>п+2. (45) 
反之 ,假定 
m=<n+1. (46) 
жа! ЗЕЕ ELERE z< 的 点 工 所 成 的 集中 第 末 点 ,用 ARRAT 
СЕ) ЕНА ЖА z< zs 的 点 工 所 成 的 集中 第 末 点 , 等 等 。 容易 看 出 
Ееее 
用 (万 表示 
лаа, — rn<=z<xz, 
等 区 间 所 成 的 集 , MORE 
< 

«ТХ РЕК, 最 后 , JJ CT) о а +1 ERREF O 
一 切 点 所 成 的 集 。 显然 RC 在 (办 上 不 达到 数值 一 L， 在 (J) 上 不 达到 数值 +L, 在 
《让 上 既 不 达到 数值 + 工 ,了 7 ,不 达到 数值 一 。 


+ 
aa G=1,2,...,m—1), 
хк, № 
anaita, азы бы. G=1,2,...,m—1), 
а = я “ Tw < Л 
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же, а 
TD 用 (7 表示 区 间 

алаг", ааа, 
所 成 的 集 , (Т^) Зелер 

арок", LEL, 


所 成 的 集 , 用 (7*) 表 示 在 基本 区 闻 一 1<z< +I1E、 但 不 属于 (加 ) 与 (7。) 的 一 切 点 所 
成 的 集 。 

TN Нр Е, R(z) 不 达到 数值 +Z3 RE La А R (a) 在 (7T*) 上 的 最 大 值 
LL). ËN HRR RO) RAAR- L; RE — La А R(z) 在 (让) 上 的 最 
WELLL. 最后， 在 (1*) 中 的 区 阅 . 上 ，R(zx) 嫩 不 达到 数值 + 二， 又 不 达到 数值 
-Lit Le EIRO EIN ERRI L), 

Ж L' ЗЫ Ly, 1л, Ls ФАТ), RIES: 

0580) 17 [HEIO HHM], 
一 /<R(z)<L [HFN айр), an 
изв (аа) HHW]. 

现在 考 虚 下列 一 1 次 多 项 式 


其 中 ) 是 一 个 在 F 面 确定 的 正 的 常数 。 
不 难看 出 , S(z) 在 (7*) 中 的 区 并 上 到 正 值 ,在 (7*) 中 的 区 并 上 取 负 值 。 另 一 方 


ы, Ви Пе-э | 在 站 本 区 同上 的 福 大 值 ， 对 于 基本 区 并 上 所 有 的 值 >, 我 
们 有 Е 
15а) |<, 
从 而 根据 不 等 式 (42) 可 得 
9(2) |5 (2) | ЗМ. 
选取 1, 使 得 
klu M< L— L, 
十 是 得 到 ， 
0402) 8(а)<1,—!/ [НЕО на), 
— («ад 5-0 [对 于 (7*) rE 5183, (48) 


00-10 «ао $(х)<1.—1/ [ 尘 于 (*) 中 的 区 风 ]。 
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把 (47) 与 (48) 中 的 不 等 式 相 加 , 无 例外 地 对 于 基本 区 间 上 一 切 数值 z, 我 们 得 到 
—L<R(a) +а(2) SG) =q(z2)[ f G) — P G) +$(х)]<1.. 
这 样 ,次数 不 超过 ?= [根据 (46)] 的 多 项 式 P (z) —S (z) 可 以 给 出 比 P (z) 更 好 的 通 
近 。 而 这 与 所 设 相 矛 后。 于 是 不 等 式 (46) 一 定 不 能 成 立 。 
证 明 契 比 澳 夫 条 件 的 充分 性 要 比较 节 单 得 多 。 
MKE, RE P (z) 是 这 样 的 次 多 项 式 ; 它 使 得 
RDD [f G) —P(z)J 
же ЖЕ (14), її Н. (43) 也 成 立 ; 我 们 假定 二 是 | 尺 (z) | 的 极 大 值 。 
假定 另外 还 有 一 个 次 多 项 式 QG), 它 适 合 
аба) f (1) — QG) | <L. (49) 
BEAR 
DE EELS G) — P(z) ]—q(z)[ / С) ~ Q(z) Јас) (Оба) 一 PCz)]. 
由 公式 (44) 5 (49), 在 点 zi 下 列 不 等 式 成 立 ; 
(~—DieD(z)>0; (50) 
ARK aCe) 220, 所 以 不 等 式 (50) 可 化 为 
(~—D's[Q(z) -PCz)]>0。 
+ 
S(z) së [Q(a) —P(z)], 
О 
ODISEO  G=1l.2,-.n+2). 
ШИЕ S) 至 少 有 +1 个 零点 , 因而 S(z) 三 0, 亦 即 Q(z) = P (z), 这 就 是 需要 
азиз. Ре punts, превал, EKIN G SSE 
ЗАЧ Л ВО А НИК На. R P (z) 与 Q(z) 是 两 个 不 同 的 
逼近 多 项 式 , 它们 适合 
|f @) 一 PCz) |<L, У -9 |<. (51) 
于 是 显然 我 们 也 可 得 到 ; 


fm РО +009 |, 


щт 
Во = РО +000 
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也 是 逼近 多 项 式 . 在 不 等 式 (59) 中 , 一定 至 少 在 n+2 点 处 达到 等 号 ! 这 只 有 存 下 述 
条 件 下 才 是 可 能 : 在 不 等 式 (51) 中 ,在 这 些 点 也 可 达到 等 号 , MLER S r) 一 P(z) 
与 f(z) 一 Q(z) 在 这 些 点 有 相同 的 符号 。 于 是 在 这 +2 个 点 ,等 式 P (z) =QG) 一 
定 成 立 , 从 而 P (z) =S Q(>). 

对 于 已 给 坎 数 的 二 角 多 项 式 , 也 可 提出 井 解 决 最 好 一 致 逼近 的 问题 。 这 时 ,基本 
区 间或 者 是 一 个 长 度 比 周期 2r 小 的 区 间 ， 或 者 是 整个 周期 一 TS 和 zszo, 但 在 后 一 种 
WEF, ФИТИР, ЖҮН S (z) 是 以 2 为 周期 的 周期 画 数 ， 规 且 是 到 处 回炉 的 画 
数 ; 对 于 权 q (a) 也 要 作 同 樟 的 假 定 ,而且 还 要 假设 条 件 

0<m<q(a)<M 

在 基本 区 间 上 成 立 。 

根据 第 AT 节 中 的 转 果 ， 必 须 股 已 表 定 地 解决 与 已 给 夯 数 了 Gr) 在 基本 区 并 上 相 
ЭЛЛИ n KEMLER 

Т (а) =+ У (a, cosmz+b,sinma) 


的 存在 问题 , 亦 即 使 表达 式 
L=max q(z)| f (z) — T (=) | 
ЖЫН n KEMER T G) 的 存在 问题 ， 
лузе АННЕ kap ek PEU T PET E PA E RIEA, ETAR buat 
RDIS (а)- T (а)] 
ЕН ЕЕ ЕН ОКА ШИА Зи, 
BEI. LF Bf te ЖИЙ. ЖИП А НЕВА ВАО, СРВ БЕ АЕБ WE 
BJ 3 8 4° 8 m ЖЕГЕ Р 2n +2 的 必要 性 时 , 我 们 反 过 来 股 
т<2я+1. (53) 
在 基本 区 并 小 于 周期 27 的 情形 F, АЗЕ НСА т —1 Оп 18) 个 点 a G= 
1,2, m—1, ЖЁН. (ПЖ m-—1 是 奇数 ) 还 补充 不 亡 于 基本 区 并 的 一 点 os 在 基本 
区 问 是 一 整 周 其 的 情形 下 ,人 基点 的 个 数 m 显然 不 可 能 是 奇数 ， 因 而 未 等 式 (53) 可 
以 换 写 如 下 : 
тлу (54) 
К m АЕ НЕМОЙ НЫЕ Hi m G<) 个 区 并 ,从 其 中 每 个 区 间 中 取出 -- 点 四 


D 为 了 儿 述 入 全 起 网 ,在 这 里 以 及 以 后 R(x) ВИЙ. (e= -+1 或 一 1) 的 点 所 成 的 任何 点 你 如 果 其 中 各 
点 之 间 没 有 ВОО 取 数 值 ~ +L 的 点 ,那么 我 们 把 这 点 集 算 作 只 含 一 点 
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G=1,2,…,m) 。 因 此 在 两 种 情形 下 , m 都 是 偶数 , 然后 与 以 前 一 样 ， 作 出 有 和 零点 
并 有 目次 数 <n 的 一 个 三 角 多 项 式 


зс ра еар, 


ВЕНД ИРЕ DEER, 我 们 要 用 到 这 个 事实 : 在 一 周期 的 范围 内 , л 次 
去 角 多 项 式 不 可 能 有 2 二 1 个 以 上 的 根 。 
49. 计算 最 好 允 近 的 例子 ”应 用 以 上 所 如 的 契 比 谢 夫 条 件 , ЕКО ТЕ СГС ЖН 
最 小 的 nn 次 多 项 式 P (z) 的 求法 , 可 以 化 为 解 方程 组 。 事实 上 , ВАК f (z) 5 P) 
在 所 考虑 的 区 闻 上 可 微分 , 井 且 与 以 前 一 样 ,用 z; 表示 这 样 的 点 , 在 点 hb, 
R(a) =L (а) —P(z)] 
以 正 负 交 错 的 符号 达到 它 的 最 大 模 L; ЗИЧ), A 9л +4 В 


fL, ть © G=1,2,-..n+2yj=0,1,., n) 
的 2 十 4 个 方程 组 

RG) = (一 De Кау) =0 G=1,2,....n+9) (55) 
必须 被 满足 , 其 中 


РС= Хе D, 

根据 在 第 AT 节 中 已 征明 的 定理 , 方程 组 (55) 一 定 有 实数 解 。 

但 是 看 来 在 最 简单 的 问题 中 ,直接 解 方程 租 (55) 已 都 有 很 大 的 困难 。 

因此 通常 要 找 出 巧妙 的 方法 来 求 已 粉 画 数 的 最 好 远近 。 

在 这 里 我 们 要 研究 揣 比 澳 夫 用 化 的 多 项 式 (参看 第 4 节 ) 所 解决 的 几 个 并 题 。 

能 求 出 和 等 本 数 的 * 有 限 形 状 的 "最 好 通过 多 项 式 这 各 情形, 已 知 的 例子 不 多 

除了 以 后 所 举 的 例子 以 外 ,我 们 指出 ， 

1) п. л. ЕСО 


ЗЕРЕН АЖ Jeh А ЖЕМ» НАЕ АЕА, Яй ЛТ НК 
小 于 关 的 各 项 (用 虚 点 表示 ) 的 系数 , BUERE ЕНЕ НЧ ЖЖ. 

2) 疤 比 计 夫 的 学 生 Е. И. нЕ Е KERRAEN) ФЕНЫ 
相差 最 小 的 多 项 式 , 不 过 他 事先 给 定 次 数 最 高 的 两 项 的 系数 . 

3) 近来 H. И. РАБ [1] 在 相近 的 方向 上 解决 了 一 系列 类 似 的 问题 ,而且 除 了 樟 加 贾 数 以 


D 可 能 有 一 两 个 5 在 基本 区 间 的 两 端 .这 时 外 变数 的 个 数 就 减少 -- 两 个 。 周 时 方程 的 个 数 也 减少 -两 个 ， 
Бо ЗРЕЛА ARIHI, RO 的 导数 不 一 定 等 于 零 - 
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ЕН ATER. 

ВАН ВСЕЙ ХАЧ, 对 于 很 多 例子 , пр ТАНЕР НТ 87А35 (以 及 最 好 逼近 ) . 
HAHM 充分 完 并 的 结果 基本 上 是 由 C. H. 伯 思 斯 坦 得 到 的 . 

ml. ВХЛ А вау и дя 


Ко)=Ах+ 
НЕРОН —1<х<-+-1 上 与 零 相差 最 小 的 多 项 式 。 


ЖЕЙ f (a) = Ах" 用 п < ат, Ванин. 根据 
一 般 的 理喻, 偏差 必须 以 正 外交 鳍 的 符号 在 n 十 1 点 达到 最 大 横 . 


多 项 式 
КО) = Te) = Ач соз магссов ж (56) 
恰好 满足 这 个 条 件 。 事 灾 上 ,在 点 
xicos DE — G=0,1, n), 


我 们 得 到 
выд =(-1"- Ат. 


与 军 的 最 小 偶 效 显然 等 于 


А 
1-4. 


婴 比 澳 夫 用 来 求 得 公式 (56) 的 巧妙 方法, 是 很 值得 注意 的 , 因为 R (x) Ж n—1 次 多 项 式 , 所 
以 为 程 尺 (z) 一 0 的 根 的 个 数 等 于 n—1, 由 此 可 见 , 有 两 个 偶 盖 点 在 区 并 的 端点 
ж=—1  ди=+Е. 
2n 次 多 项 式 
12— (х) 
与 
а-)?(х) 
有 同样 的 横 , 就 是 单 根 十 1, 一 1 与 二 重要 д; (2—1, 2 …， #% 一 1) 。 因 此 这 两 多 项 式 只 相差 一 个 党 
数 因子 ,而 且 这 个 因子 在 比 蒋 多 项 式 的 最 高 六 项 的 系数 后 就 可 确定 事实 上 ， 
DR(a) =A" g 1-0) 0) = тА", 

因而 

#(12—К?(х))= (1—4) Rx) . 
这 是 一 个 一 阶 微分 方程 ,其 一 般 积 分 的 形状 是 

(2) = І. соз (tarccosz 十 C). (57) 
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容易 证 明 R(x) 只 有 在 C 一 0 时 是 多 项 式 .然后 选取 工 使 得 其 最 高 次 项 的 柔 数 等 于 4 ,我 们 就 得 
到 公式 (56) . 

附注 .网 注意 可 以 怎样 作出 方程 (57) 所 确定 的 西数 R(x) 的 图 形 , 这 样 是 有 从 处 的 .在 底 为 
2т ,高 为 27 的 短 形 上 画 出 振幅 为 La MAH EER 然后 把 矩形 的 侧 边 粘 起 水 , 我们 就 
得 到 一 个 圆柱 ; 最 后 , 把 圆柱 上 所 画 出 的 空间 曲 短 条 直 投影 到 与 团 往 的 二 相 平 行 的 平面 上 


所 求 的 多 项 式 的 形状 是 
R (x)=T+(z—E) 9 (а). 
其 中 Q(x) 是 2 一 1 次 多 项 式 . 我 们 要 使 得 
зина 090091 а: | zu +99| 

成 为 村 小 。 可 以 看 到 ,这 个 并 是 包括 在 第 48 节 中 的 一 般 理 共 下; 事实 上 我 们 就 是 要 对 于 权 q(2) 
=| еН n—1 АНЫНА, НГ, АД RO) 必须 以 正 负 灾 
鱼 的 符号 在 # 十 工 个 点 达到 它 的 最 大 模 , 因而 这 个 赔 题 与 及 一 问题 的 解 只 相 莽 一 个 常数 因子 .利用 
Ф RO= RASI 


= n(x) „ү cosmarecosz 
RO= TET соз marccos Ë ' бв) 


РУ ЗЕЛКА TF 


= m 
L= |eosmarecoss[ 


ef are ЕТЕН ЖЖ. (58) ТА ЛЕЙ) АХ R(x) 就 是 并 题 的 解 。 事 实 上 , 如 果 有 另 一 
次 数 三 n HEAR, НП Сх) 在 点 5 也 取 数值 "而且 在 上 述 区 阅 上 与 器 相 差 不 超 计 L, 那么 
(n 次 ) 多 项 式 
5(х=К(х)—К\(х) 


应 当 满 足 不 等 式 
(一 DrHSCDE0 @=0, n) 

与 等 式 

50)=0 
由 此 可 推 得 

500=0, 
亦 即 

R(x)=R(x). 
由 例 2 的 解 可 推 得 


ІРО? |<L, 
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[220 1<Llcosmarccos x| 


yl (x+Y EDH a-y. 
由 例 1 的 解 (或 由 系 1) 可 推 得 
Ж? шн Жалы РО EEN- L ЕЙ БЕ 
1Р(х)|<ь 
那么 它 的 最 高 欢 项 的 系数 А 有 界 如 下 : 


аав [аа 


RSA созих+ Bsinnz +e- 
式 中 (4 与 В ARENS, А+ BRNO), НИЕ Ите зр 


КУДУ; . 
ТРОЯ Сп ВИТО AK223F38J2 БОЈ Я, MERISSA Acosnx+ 
Bsinnx. 
ЖЗ: 上， 我 们 要 用 ## 一 1 区 的 三 角 多 项 式 源 近 画 数 Acos nx 十 Bsinnx， 根据 契 比 澳 夫 条 件 ， 
一 定 要 有 2(n—1) 十 2 一 20 MAE. АНИ Асов их Bsinnx НКИК. РОНА 
з. 


ж р 是 所 求 的 多 项 式 ， 工 是 它 在 区 并 (E) 上 的 ж. 我 们 只 须 选取 T (1), 使 得 它 在 区 
并 (EE) 上 取 数 值 十 工 及 一 (其 符号 依次 改变 ) 2 十 1 ж, 而且 当 然 还 应 适合 补充 条 件 T' (S) =n. 
这 种 多 项 式 至 多 只 有 一 个 .实际 上 ,假若 还 有 另 一 次 数 <# 的 多 项 式 T GO 满足 条 件 ТАС) = 
烛 且 在 (E). 上 有 不 大 于 工 的 最 大 模 ,那么 多 项 式 


UG)=T(x)—TA(2) 
在 一 个 周期 上 的 等 点 不 少 于 2n+1 45 AE CEAMSE. 

设 有 满足 所 提出 的 条 件 的 多 项 式 存在 。 可 以 断言 有 两 个 偶 差 点 在 区 天 ( 忆 ) 的 端点 : х Ба. 
事实 上， 首先 假 落 所 有 0+1 个 偏差 点 都 是 内 点 ,那么 (wn 次) 多 项 式 T" (z) 的 根 应 多 于 2я 5, A 
而 这 是 不 可 能 的 . 其 次 , 假若 有 2n 个 仿 差 点 是 内 点 ， 只 有 一 个 在 问 点， 那么 导数 的 堆 点 数 与 它 的 
次 数 不 相应 , 因为 在 区 阐 (E ) 的 范围 内 ,7T"(x) 在 某 一 点 等于零， 因此 有 2n—1 MARRA. 

现在 考虑 2n+1 次 多 项 式 : 

[cos (х—8)][134—Т?(х)1 (59) 


(соз x—cosa)T'1(z). 
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它们 在 一 个 局 期 上 有 相同 的 零点 , 即 : 2—1 УДРЕНО), OERA p, DE 
MPA +а 5а 总 共有 
2(2n—1)+2-1+2=4n+2 
个 等 点 ， 因 此 (59) 中 两 多 项 式 只 相差 一 常数 因子 . 比较 cos (21-1) x 及 sin (21+1) z 的 系数 ， 
我 们 可 以 确定 这 个 因子 , 同时 可 以 姓 明 B=7。 于 是 
(1 + сов ж) [L2— T*(x)] = (соз х—соз a)T'2(zx) , 
分 离 变数 并 且 积 分 , 可 得 


=n d. созх+1 dx, 
cos x— cosa 


асв. T onj y, а ии шоона +. 


于 是 


соз #— 0875 
T=Lcos (пагссоз— +С). 
sirg 


求 得 的 面 数 只 有 当 C =0 时 是 三 角 多 项 式 ! 因此 


cos z—cos19- 


Т (х) =L cosnarc cos: Я (60) 


sitt 


不 难 丁 明 , 如 果 * 从 一 a 增加 到 十 as ЗЕКТЕ В ААА ЗСА — пт 增加 到 十 nr АТ 
TG) 以 正 负 交错 的 符号 达到 它 的 最 大 模 2 十 1 次 。 这样, 为 了 最 后 解决 间 题 ,还 只 须根 据 条 件 
т=п 
选取 工 ,而 这 总 是 可 以 做 到 的 (因为 a<|E| 和 mr). 
R. ТОЎ» SEN: 一 a<x<2hrm+ta ата 
x 
ITG)|<L, 


L 


[(eosz—co5.+ оова соға) teosz=1) )"+ 


?зїтшг"®- 


+ (сов сота Ито Ceosz=1) )"]. 
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H к= GRIDm 时 ,我 们 得 到 | 全 (区 | 在 这 些 条 件 下 一 毅 可 能 取得 的 用 大 人 ESF 
(ten оци), 
例 5， 胶 4 是 一 个 比 1 大 的 实数 ,计算 用 # KARR, ШК 


Жар, 
==, 
ERMI, +1) ЕР. 


我 们 必须 选 出 n KEAR Р(х), ые 
Кия Рн) 


EENI, ИИ n+2 =. 
可 以 三明 R, G) 是 由 下 列 公式 确定 的 ， 
Рд = t #—Т)"ах—1+ А-П] + 
2(х—а)(Ф—1)(а+ у в) 
+ vV aar- -VDE 
2(х—а)(—1)(а+ y aI)" 
事实 上 ,在 分 于 中 有 +1 次 多 项 式 ,又 因 
lim (x-a) R,G)=1, 
= 


由 此 可 推 得 
вы 

实际 上 是 n & 5k. 另 一 方面 ,分 

x=cosħ, IFAT=sing, 

< 1 созу, 
因而 可 得 
Rn(x)=Lncos (н +0)» 

AxA 

L= 1 


Dat T 
当 志 从 一 1 增加 到 十 1 时 ,8 Ат BOIR 由 从 0 减 小 到 一 站， 但 是 在 这 种 情形 下 ,显然 Rn (х) 
在 基本 区 并 上 以 正 负 交 铺 的 符号 法 到 它 的 最 大 模 L, 恰好 zz+2 К. 
于 是 根据 净 比 峙 类 定理 , 我 们 所 求 的 画 数 的 最 好 逼近 等 于 


208 1 
Пати)" 
me. 从 形 如 
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TCD=ecosx+bsinx 
的 三 角 多 项 式 中 , 选 出 在 区 并 a<x<8 上 与 1 相差 有 小 


HFE LETRE, BARPA: 
1-T(a)=1—(acosa+bsina)=L, 


лор зн p-a <a, 


т(®ўуЁ.)-=асов 2 +bsin В 11, 


1-Т()=1- (acos +bsin 6) = L. 
解 这 三 个 含 o Ь 与 L WJ 5 EL REAIS 


从 而 


相 加 ; 
Фр вияш, И. 


Ж Au Ж Аю Зе ЕЛ HERE EAE Ж BEBES 可 以 看 出 , 用 这 法 则 求 距离 As 的 公式 是 ， 
| (3:2Au+7Av)， Анов, 


ООА 
УВЕ иРНК ЗАВЕТ. 
у RHA Y EEEE, ВИЗА ВАУ RAAE RAIRE AA 
而 是 无 穷 小 的 球面 三 角形 的 解 , 也 就 是 脱 , 我们 要 应 用 弧 长 的 近似 公式 : 
AsœR VA uF сои Ко, (62) 
这 个 公式 是 从 个 径 为 R 的 球面 上 弧 元 素 的 公式 推出 的 。 因此 上 术 法 则 只 对 不 大 的 距离 适用 . 
网 已 选 定 列宁 格 勒 的 梯度 :，x 一 60*; 那么 公式 (62) 就 可 写成 , 


(61) 
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Asi R, КЕ А. (63) 
зиерат, яча РУЗ 的 问题 ， 净 比 谢 夫 选 取 变 数 的 楼 性 相合 
如 下 : 
ИХЕЕУТ-Х+ЬУ — (X,Y20. (64) 
35839, Gb Bia, 我 们 要 用 P (а cos 0 +bsin б) KEO, s (E P 为 常数 ) 用 a cos 0-+ 
bsin0 ЖЕ. ZEW 5, RIJEN. 
ЗЕЕ ян (о, TAE g) 中 每 一 区 于 ,分 别 用 两 种 不 同 的 方法 选取 了 
K a Bb ERHET YAG 在 第 二 种 情形 下 , УХ. 
对 于 区 天 (0, F) MA5 可 得 ( 令 一 0, 8 一 至 ); 
T sing n 
a= —— 0906, b= — 8 =039784, L=te Ty =0.03956, 
сове сов? Те 
因此 ( 当 X>>Y 时 ) 
vV X3+ Y: ==0.96046 Х 0.39784 У, 
Эсил 0.0958. 
利用 近似 等 式 (63), 我 们 有 ( 当 2Aw<Av 时 ) 


Аз (0.96046 A v+0.39784-2 Ам). (65) 


把 地 球 的 个 径 算 作 R =5971.4 (RIR, ЗЕНА ОНИ НЕЕ ИШЕ Ж. 


= АУ __ AU 
Аа” Арал? 


于 是 关 洒 式 (65) 就 化 为 下 列 形状 ; 
As==0.89418 AV-+0.34559-9AU. 
把 采 数 写成 比较 简单 的 形式 ， 
0801857, 0345592220, 
于 是 得 到 (61) 中 第 一 个 公式 。 同样 可 以 推 得 第 二 个 公式 . 
顺便 指出 对 于 在 这 里 所 考虑 的 列宁 格 勒 的 缠 庶 ,系数 有 更 适当 的 简单 形式 ， 
0834829 03150052, 
这 样 就 要 把 契 比 澳 夫 法 则 的 氢 述 作 相应 的 改变 ， 在 这 法 则 的 原文 中 , 所 考虑 的 是 苏联 中 部 一 带 的 
О a 及 5 t NOR, 
50. ЖЕТОО НИТ. D. KABLE ВГС ЛЕК (1, 
+1) „ЕНЕ ШК, Р, (+) 是 在 这 区 更 上 与 f(z) 相差 最 小 的 多 项 式 , Е, (f) Ж 
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Ра) H n каже, 因此 
E,(f) = тах РС) —P,G) |. 


显然 [参看 第 224 页 上 的 不 等 式 (38”) ]， 
E(f)2E,(f)2--2E,(f)2---, (66) 
根据 维尔 斯 德 拉 斯 定理 , 对 于 任何 回炉 画 数 , 我 们 有 
lim E, С) =00, (665) 


以 上 所 请 的 不 仅 对 于 通常 的 多 项 式 成 立 ,而 且 对 于 三 角 多 项 式 也 成 立 。 
ЗЕЛЕНЫЕ E, C) TERME SETTE ERZAK. 
本 节 中 所 倪 述 的 由 果 都 是 由 D. 杰克 进 扒 得 的 97。 

#1. кгс) kiku маа 
ILES EN LK са) вт) 
мин 3k 
z, < SK, (68) 

ЖЕ, енн КАКО 4 o Зоб СЕВ 

数 
这 个 定理 不 是 别 的 ,就 是 维尔 斯 科斯 定理 的 精 傅 化 。 我 们 需 村 让 明 ,可 以 选 出 

паа T, (a), В 


ley -T ay < €K, (69) 
在 征明 维尔 斯 德 拉 斯 定理 时 (第 26 45), ЗОРИ 
PF, (SSE) а 
no Noa 


Г) 


(70) 


其 中 


1) 只 了 不 等 式 (66) 与 (66') 外 ， 数 En ( f ) 不 受 任何 其 他 限制 。C. H. Бернштейн [8] 在 1938 年 肯定 地 解 
РАНЕЕ ЗНАКИ Liu Bruinsma. 对 应 于 满足 下 列 条 件 的 任 一 数 
ќа. 

ара аа" Zan >D, en 一 0， 
ЗЕНИТЕ РЖЕВ f (z) 
Bn(f)=an  (п=0,1,?, 1 

ЖРА, ВЕЛ И. П. Натансон [1], 第 王 章 ,第 5 T. 

2) D. Jackson [1]. 
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RES 


ар 


而 且 我 们 注意 到 这 时 在 公式 (70) 中 的 多 项 式 Т, G) ЖЖ n В, ПОА 212 KA, 
在 公式 (70) 中 改换 变数 r= 2+2 и, 我 们 得 到 : 


fn E oa fF farad 
Еа 


То ж +n- 5 та 
ка g PrO du 
НЕЕ ГАБА (67), 
| JLU E+ — JE, од du 
Ра -Tool= | — = < 
| |. Ftd du 
ШЕТ? 人 «в.д du 
<зак — x =2К— N (72) 
[x Pt du Ј Put) аи 
: 


考虑 到 sinu<u(0<w), НА nu = игй}, 
fe a= | Сну ао fy (E) (ие 
(Jo 
易 一 方面 , RER sin u> (0<u< 7 Jore 


+ F (sinu y, -T f 7 sinnu 
Si Eno а f (а aucien f Edau, 


ы 
йэш 
[ "а= 
er 


而 且 


242 СЕ M kE 5 BE I FE 


1 sinan s< = du _9т 
f> TUS], Чё z 10 


мв 10 (С.С) = суй. 


j: аР, ай Фи 55 
最 后 国 到 (19), н 260 = уС, 我 们 有 
1л @-Т„@)1<$К. 
这 样 一 米 , 注意 到 Tp GD WREEF ?п—9, жг 
En) <É, 
而 这 时 


Emi PS Ena СЕСК, 


En D<, СК, 
因而 一 般 地 
g, < SK, 


882. 如果/ ВИНЫ К.О) ВЕД 
тна 


ны 


E, <c'o( S), аз) 
IE WO 是 f(z) (шй, С' 是 一 想 对 常数 ， 
用 点 


(т=0,1, --.,п) 


把 周期 一 <z< 十 分 成 二 等 分 ， 然 后 (与 在 第 22 Н ОЕ y= + б. 其 
МАЗИ у= ы А 
Z o (PE) ip rC) 满足 里 下 希 兹 条 件 

пад ~ G 1|<k|z'—z"], 
Jeh a= (ZE), 因此 根据 定理 1， 有 一 次 三 角 多 项 式 TG) 存在 ,适合 


а то |< (8%).  ] 


п 


但 另 一 方面 , 设 хуле, 我 们 得 到 : 
ILDO S) Тед 1015 


9л 


由 不 等 式 (74) 与 (75) 可 推 得 
П тер с „(25 \ (22 
-Talg +) (26) сто (2). 
MA ВЕТ а ЈИЕ Е ИЈАН. 也 有 类 似 的 定理 这 
此 定理 都 易于 从 定理 1 及 2 推 得 . 
EEV 如 果 责 数 f(z) 在 区 并 一 1<x< +1 EAR SE В ARRIE 
Лао — f |< K|='—z”| a"s ||, |х”|<1), (16) 
那么 
BNE, an 
Жер Е, O RRRS GO Jin K L FRERE, CEOE 1 中 相同 的 ) 
EAER. 
ШЖ СТВ) urA CSA U ЖЖ 
| f (eosz) — f сова") |<K]cosz'—cosz"|<K]|x'—a"] Чиа). 
因此 根据 定理 1 可 以 选 出 一 个 次 三 角 多 项 式 T (л), 使 得 
\/ соза) = Tay |< €K. 
因为 (соз л) 是 偶 的 周期 酚 获 ， 所 以 可 以 股 Ta) RAER, ПБК КВН 
жаркы 
1769 -T атесова)|< ©К, 


其 中 了 (arc соз ж) 是 通常 的 nn 次 多 项 式 。 
REL. MESO ЕШШ -1<=< +1 карана E, со EH nK 


” 


E, Сус" =), 8) 
JEH o O Ж/ GO ВЫ, С” НЕЕ. 
这 定理 的 起 明 完 从 与 定理 2 (REA Ds ЖК C” ЖЫН КЛ АЛС, 


Cr=lc+9. 
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пер 
1f 862) -fP |LK a'a"), a9 

л АЫ 

в.д, во) 
зер Сыз Чек. 

РЕЯ 1, 由 不 等 趟 (78) 可 扒 得 
g, ey СЕ, 
I 


г я Ев ТОС) 存在 ,适合 

/mw THI<EE. 

用 049-260) 表示 这 样 的 次 三 角 多 项 式 ; 它 是 ТР) 的 积分 ,着 是 不 含 常数 
项 。 上 列 不 铝 式 可 以 写成 
ла) 079097 1<СК, 
нийет А, AIE “DG -UP (а) WWE р СК ш РО, 但 在 
这 种 情形 下 , 由 定理 1, 我 们 一 定 有 不 等 式 
be CK 

тои ССК, 

жан, M-n KEIR УТЭ (л) 存在 ,适合 
90а) —Ш,#-°@ау-Ү-о(а)|< ©К, 


+ 
Оа) + VP- Cr) = ТЭС), 
我 们 可 以 把 上 列 不 等 式 换 写 成 


< 
反复 进行 这 种 推理 , 最 后 我 们 就 得 到 与 不 等 式 (80) 等 价 的 不 等 式 
лао -7 1025, 


D WR iF! СК, RA |F GF G”) |< xa" |. KERE, НИНА RERE 
IF F a") Е E |<K| r-i. 


ai 
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定理 4 БЕЛ Вин орет 
不 等 式 


С?С' o (27 
g, 02, (2), ө 


оь) Ton "PG МЕШ, Си Cisma apa ЕК. 

实际 上 , 由 定理 2 可 得 

Е, С, (28), 

与 前 面 一 样 , 由 此 可 推 得 不 等 式 (81) . 

定理 3 及 4 也 可 推 到 面 数 /(z) 在 已 痊 区 并 上 对 通常 的 多 项 式 的 通过 的 情形 ， 

ЖЗ. ИЖЕ / © E-I ран ОНО 
数 .AP(z)， 

[SPANSPEK |/—а"| алаа |а, Дат), (88) 

аа 


p+ br 
EDIE (GEID) әр, в 


#2 


事实 上 , ERER (89) 可 得 (根据 定理 1) 
ск 
E, go < СК, 
жайлы, Жи —р ЛЫК PO (л) 存在 ,使 得 
р ск 
[Ре = 
* 
2-0 (r) — P-n, п СК 
rea Peay CS 
但 是 这 就 意味 着 0С) 一 P (л) 满足 采 数 为 ;2 的 里 上 希 芍 条 件 ， 在 这 种 情形 
F, 
Eppa (feu pm) СЖ 
р-р, 
因此 
p= СК: 
Enon рту: 
MAURA КЕШЕЛЕК Ж, 最 后 我 们 得 到 不 等 式 
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Е ск 
BN 


因为 ( 当 zt 二 1 时) 


所 以 不 等 式 (83) 可 以 换 成 不 等 式 (83) 。 
В нь 


Ë f a), 382 3k: E, (f) жел 
С, 2 
Е, P) <, ) (85) 
其 中 
сис» ФОР" 
сс". 
实际 上 ,根据 定理 2 


s, em, (2), 


由 此 逐步 就 可 得 到 不 等 式 (85) 。 

本 节 所 十 明 的 杰克 进 定理 具有 下 列 特征 ， 充 它们 指出 来 是 极其 重要 的 ，1) 关于 
E, (f) ПНА, 是 用 间接 的 方法 , 亦 即 用 考虑 不 是 最 好 过 近 多 项 式 而 求 
得 的 (因此 完全 没有 引用 测 契 比 谢 夫 条 件 ): 2) 所 得 精 脸 (除了 定理 2 以 外 ) 不 是 关 十 
JITAS ARASEN С, MIL FAROR RARER 

MJN 4637 ЖЫЙ) ЖЕ ЗАК ЛЕ ВУЗЕ ñB 1k: T tt ЯЙ ОЖЖ SAES E 
НЯНЯ Хх. 

对 于 预先 规定 的 逼近 过 程 , НИЗА Е ВЖЕ ЖА e 05 ЗР) F L. ER f 
MAHA BMN, ЕВЕ ОИ TY WK tt kk. C. M. ERRAR 
到 少 说 明了 在 这 方面 的 若干 概念 。 

51. 关于 多 项 式 的 导数 的 最 大 模 的 C. H. 伯 恩 斯 坦 定理 

REID. BERM KERON РО) ещ -1 ERTER 

IPG) | <L, (86) 
оона 
nL 
IP' (а) |< J (—1<х<+1), (87) 


Сту ©. Н. Бернштейн [1]. 


ми 
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定理 2. 如 果 以 2r AAI n KEMALAR TO 在 整个 轴 上 满足 不 等 式 
IT © 1= <L, (88) 
Же ен е ЛК 
ее рии E 5 
在 这 里 我 们 区 М. RIDE 2 ERRER, наст АДЕН ЖЕ 1 作为 定理 2 
的 系 。 ПОЕ НИЕ n ЕЖА — На. 
BE n KEMLER 


м 
т = У T O) (Dretg 00, 
= 


在 这 里 为 了 简单 起 见 , 我 们 用 On 表示 cosn6 在 周期 0<4 一 2r 上 的 雾 点 


(Ж mly (т=1,2, =, 2n). 
因为 数量 
с" (А 
я созпбс&— = 


在 6=6 фт) ERZE, ZE O=, 时 取 数值 1 由 此 可 见 , 多项式 TO) -5 T, 0) {Е9л 
个 点 bn 处 取 相同 的 数值 . 这 着 不 能 误 明 它们 恒 第 , 因为 变 它 们 恒 等 必须 它们 在 24 十 
1 个 点 处 取 相同 的 数值 , ВБК TO) — Т, @) 在 2n 个 点 bm 处 等 于 雳 , 因此 可 以 断定 
它 只 与 cos п6 相差 一 常数 因子 ; 
Т®-Т,® =Ссовив. 
这 伴 一 来 ,我们 就 得 到 恒等式 
T @у=Ссозлё+ © соел? °. 人 (GD。( 一 Dmetg — А (90) 


"л 
共 中 常数 С 的 数值 我 们 还 不 知道 。 如 果 对 恒等式 (90) 逐 项 求 微分 ,然后 合 9 一 0, 那么 
我 们 就 有 


т’ 6-5 T Ope Drt ШУ] 


其 中 常数 C 已 不 出 现 。 
由 以 上 所 证 , Мал KLAR TO 是 怎样 ， 等 式 (91) 成 立 。 把 等 式 (91) 应 用 到 
多 项 式 了 (+ 四 ,在 这 里 “是 一 常数 ,然后 用 9 Ка, РАКАВ, 


1) М. Riesz [2]. 
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е5 1% С ч 
т’ (0) = Т@+%-(-1)у"". BEP (92) 
mel 2sin 
2 
RRE En KEHA AE ИННЕК, 
在 恒等式 (92) 中 合 TO =sinnb, 然后 取 6 BFE. HERRIGS 
1 总 1 
а =n, (83) 
Эп 1 osin? ба. 的 
2 
现在 容易 填 明 定理 2. 由 恒等式 (92) 与 不 等 式 (88) 可 得 
ТФ, 2„|Т O+ 0n) | — 
EOJ s 2.1 | 
Ж, 利用 公式 (93)， 
IT O |<aL, 
这 就 是 定理 2 да, 
现在 来 看 定理 1。 考虑 次 三 角 多 项 式 
T @) = P (cos) , 
由 假设 (86) 可 见 
1Т @ 1<2, 
因此 根据 定理 2， 
IT'@)|<nL. (94) 
但 
Т'® = SP (cos) = — P” (созбу sinó, 
因此 不 等 式 (94) 有 下 列 形状 ; 


IP’ (eos) | < тд. 
应 用 小 代 换 cos 一 zx; 就 可 得 到 不 等 式 (87) 。 
MEE. 在 公式 (89) H, 当 T(0)=sinn(0—) 时 ， 等 式 成 立 ， 在 公式 (87) H, 当 Р(х)= 
Тоня, ERRI. 
а 
TO 在 整个 灿 上 满足 不 等 式 | (0) |<, B BEEN E р ОРЗ ЕЯ 
ннн» инан р; 


(95) 
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定理 1 的 情形 要 比较 复杂 一 点 。 我 们 首先 把 它 推广 到 区 间 асар 上 。 设 有 不 
等 式 
IPWISL (аа), (96) 
Ф 


QX) =Р(а), 


我 们 看 出 它 与 下 列 不 等 式 等 价 ， 
1lI2CD1<Z  (—1<Х<+1), 
但 这 时 由 定理 1， 


Геша 


д 


х 
亦 即 ( 回 到 变数 z) 


P'a) <— ———. 

| ! Ус 

ЭЛДЕЙ ху (k=1,2,...,p— 1) 满足 关系 式 
Ода, 


由 不 等 式 (86) 可 推 得 不 等 式 (87), 因而 更 加 有 


iP'(W |< = a (nr). 
kas] 


en 


但 这 时 由 不 等 式 (977， 

nager —__ ~ 

|P" (а) | Үт УЕ (—х&т&л)), 
特别 

Р" naih o 

| у УНР УЕ Onn), 
因而 同时 又 有 


IP”G0|< 


APES К, 一 般 我 们 得 到 


一 am<z<a。 


Ра) | < 一 一 2 一 D…-p+DP <<. эв; 
| 2 «вуза ен (—х,-<х< хл»), (98) 


选取 数 zw， 使 得 上 列 不 等 式 的 右边 取 可 能 较 小 的 值 ， 这 时 分 子 中 的 一 切 因子 必须 彼 


此 相等 , 
1—#=# -j= 
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由 此 可 内 ,其 中 任 一 因子 必须 等 于 区。 在 这 种 情形 下 , 不 等 式 (98) 有 下 列 形 状 
Ip < 20D p+ Dp ， 
а-—гут 
或 者 粗糙 一 点 ， 
1292) |< pL 
а-а) Ф 
ЮКЕ. 不 等 式 (87) 是 精确 的 ， 因 为 当 Р (x)=T',(x) 时 就 是 这 样 . ЖА (99) АЙЧ 
(如 果 р>). 
在 上 而 只 导出 了 C. H. 伯 恩 斯 坦 型 的 不 等 式 , 以 下 要 用 到 这 些 不 等 式 。 我 们 不 
襄 它 们 的 多 种 多 样 的 推广 (这些 推 广 也 有 标 广泛 的 应 用 ) ， 而 只 吝 它 们 原来 的 形状 。 
A. A. 马尔 可 夫 [1] 不 等 式 就 是 这 样 的 。 
НИХ PO ER- RRRA 


t (99) 


IPG) | <L, (100) 
IA EI PAETE ERREA 
1Р' (жу | 入 zx。 a01) 


因为 (101) 可 由 (87) 推 出 , 所 以 这 定理 容易 从 定理 1 (90 246 页 ) 失 出。 以 下 所 中 
的 是 工 舒 尔 的 证 法 D 
ЗИ ДИДЕ: 如 果 л—1 KEAR Q(z) а 上 满足 不 等 式 


10@|<-, 


= (102) 
= => 
那么 它 也 满足 不 等 式 
|QG) |<», . (103) 
然后 把 这 个 断 医 应 用 到 多 项 式 Q G) = Р). 
关于 多 项 式 Q(z) ТОВТРИ Кыны йан 


ый 
УР, 


井 且 (由 于 当 0<z< 子 时 ， ser 


ДА 


1 
ГЫ 
现在 还 只 须 考 虑 


1) І Schur [1]. 
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cos || <1 (104) 
2n 


时 的 情形 。 我 们 要 利用 О G) Е, BRRR RIEA 
(@m—1)z 
2n 


把 Q(x) ВЕНА, 
Оо = oao V CO — Éc VTE oa, 1900, 


= та ат») 


rm 一 COsS: Om=1,2,...,n) 


根据 不 等 式 (102) ,注意 到 所 有 的 着 + 一 x, 都 有 相同 的 符号 , 可 以 写 出 
Ils<Lza оу 1 |= 


„т 2—21, | 


= т 2j- TIT, |. 


|== =I 


另 一 方面 , RMH: 


IT |= | eees 2> | <. (105) 


由 此 可 见 ,不 算式 (103) 成 立 ! 于 是 不 等 式 (101) 得 证 。 

我 们 指出 ,对 于 多 项 式 Pa) =T, (z), 当 z=1 时 , 在 关系 式 (101) 中 就 得 到 等 
号 D 。 

顺便 比 赂 一 下 在 不 等 式 (101) 的 右边 有 因子 zz 而 在 不 等 式 (89) 的 右边 有 因子 2 

同时 值得 注意 : 就 这 点 看 来 , 在 复数 平面 上 单位 图 的 情形 与 三 角 多 项 式 的 情形 相 
ЖИД. 

И n XLA РС) Шы ы 


IPG) |<L, (106) 
занони та атар 
|P' Ga) |<nL, (107) 


这 个 断 语 可 以 直接 从 “三 角 的 "定理 2 推出 ,事实 上 (参看 C. H. 伯 思 斯 坦 [12]， 
第 45 真 )， 股 不 等 式 (106) зу, ЖЕН. P'e) 的 模 在 单位 加 周 上 某 一 点 =e“ 
ЖЖЖ MD, 而且 
P' (еі«) = Ме, (108) 
D SRB 21 ENARA). 
2) ERAR БЕШИНЕН К, НЕНЕН ШУН ССР ЕТТИК ЖИП. 


252 Ë # ЕЕ ЕЕ: а 


引进 新 的 多 项 式 


P, (z) =eet AP (ча) = Уст" G, =a, +) 。 


由 (106), 对 于 一 切 9, 我 们 有 


a09) 


ІР, ее) |= | У, ансозтв —b,sinm0) +i G,sinm0+b,cosm0) | <Ls 
= 之 


因而 更 加 有 


|> (ax sinm0-+-b,,cosm0) |<. 


这 时 由 定理 2, 对 于 一 切 4 也 有 


У m (a,,cosm6—b, sinm8) 7 


特别 , 当 9=0 时 ， 


|È ma, | <. 


Ке 
另 一 方面 , 对 (109) 求 微分 , 我 们 得 到 ， 
Piae P’ (dea), 


因此 利用 (108), 就 有 
PIA) =e" P' (ex) =M. 
但 恰好 同时 
Pie) = Уто, Р) = Ут, 
meo = 
于 是 
Yc, = M, 
ч 
因而 ` 
а = 
Yuma, = те RAIS M. 
: “= = 
在 这 种 情形 下 ,可 以 把 不 等 式 (110) 写成 
Мм, 


(这 就 是 需要 就 归 的 ) 。 


(110) 
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比照 一 下 在 这 里 所 区 的 两 个 定理 是 特别 有 趣 的 。G. УЕ СИН T X: 
于 区 并 及 痢 的 情形 的 各 种 灶 果 ， 在 这 篇 论 妆 中， 齐 格 考虑 有 限 个 解析 纹 所 范围 的 于 
区 域 4, PERED THERE max| Pu (2) |<1 下 ,如 果 点 % 属 于 A, 那么 |Ps(zo) | 的 上 界 
与 A HAREA zo 的 位 置 有 关 : 对 于 À 的 内 点 zo 这 个 界 与 无关; 如 果 z, Е 
-E, 井 且 不 是 解析 弧 的 端点 (因此 周 线 在 这 点 有 切线 ) ,那么 这 个 界 有 阶 必 最 后 , 如 果 
zo ЖЕЛ; ИЖЕ ДЕ, 而 且 在 这 点 (向 A 的 内 部 的 ) 两 切 痰 所 夹 的 角 等 于 ал, 那 
么 这 个 界 有 阶 п". FRB L, + 的 端点 , «的 值 等 于 23 在 A. А. 马尔 可 夫 所 考 
虑 的 情形 下 阶 数 增高 ,就 可 用 这 来 解释 ， 如 果 取 一 正方 形 作为 A, 那么 在 它 的 各 顶点 
处 有 阶 zz. 

52. С. H. 伯 轴 斯 坦 定理 (D. ЮАНЬ 1E EAR ER 
得 充分 迅速 , 那么 由 此 可 以 断定 被 通 近 的 西数 有 某 些 可 微分 的 性 质 。 

FAJLA C. H. 伯 思 斯 坦 定理 可 以 作为 这 种 答 断 的 例子 ! 在 某 种 意义 下 ,它们 
рза рез: Д 

REN WEE, O ЖЕЛИНИ / CD л KELMA, ШП. 
Тр, 

E<- r €>, ап) 


ла. p raw. 


tm T, G 是 答 出 最 好 通 近 的 次 多 项 式 ,于 是 
IT, -f <Я. 
зек / (а) 可 以 股 开 为 一 到 收 做 的 多 项 式 家 数 : 


Ра) = То) + УТ. 一 TD]。 (112) 
如 果 我 们 集合 这 打数 的 各 项 如 下， 


Ра) = Т, + УСТ, D — T, ,0 (118) 


那么 显然 它 还 是 一 致 收敛 的 , 在 这 里 
ттт Cn, <. 
ЖЕБЕ ЖИ НУ. 14% 


1) С. Szegö [1]. 
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ПТ, С Т, G) |= LT, G) 一 六 CD] 一 [To CD 一 了 (CD 入 
SIT p DLO Tn DO С, Са чина, а 


праву TAT BS ынсан, Pipis 13) авав (114) RRR 
етн Жанов, BRIER 由 上 列 关系 式 ， ames 51 节 中 的 不 等 式 (89) 可 得 
ITR -TR 0 1<20-e. ais) 
BAEK me ВИРА АГА n, ВИЖ 
E- 


алп 


й. йш, 只 须 合 л, 2" 实际 上 ,这 时 


ттик у ( F) 收 化 。 但 如 果 在 不 等 式 (115) 右边 的 般 数 收 做 ,那么 可 以 时 对 夫 
数 (118) 逐 项 微分 旋 丈 后 所 得 的 级 数 
те сә + тс) -TP GJ (116) 


"m= 


OW fk Maa. BA ГЕ ЖЕТЕ, ВЕ (118) HIRAU p 阶 学 
ж. 
ИН. 我 们 可 以 不 取 不 等 式 (111)， 而 要 求 才 数 
УЕ, (у) a) 


ж. 
ЩЕ, h MES) = С ЭЛИНА 
И, ОТС, Can aes 
"а 


因此 , 如 果 今 tm 一 2", 那 么 应 有 


задник У. с, wanra C, 收敛 ,所 以 与 前 面 一 样 ,我 们 可 以 断定 级 数 (116) — ВОК 
карай: - 

RER МЕ. СЛ АИС ЕИ KETER 142641 
кияр TERSA CID S ХР ик О АК С 在 所 
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РНЕ p А. 

这 个 定理 的 证 明 完 公 与 上 一 定理 的 评 明 类 似 。 我 们 只 指出 ， 应 用 不 等 式 (87) 而 
不 应 用 (89) ,就 可 在 (87) 右边 的 分 苹 中 得 到 因子 WI 冯 。 于 是 可 以 断定 只 有 在 完 
包含 在 基本 区 间 一 1 入 z 科 +I1 内 部 (任何 ) 的 一 个 区 间 上 , 圾 数 一 致 收 敏 . 因此 不 能 保 
证 在 区 间 的 端点 有 导数 PODES, 

关于 定理 1 的 附注 当然 对 于 定理 2 还 是 成 立 。 

RMEL ERR C. H. 伯 恩 斯 坦 定 理 “ 在 某 种 意义 下 " 是 D. 杰克 还 定理 的 
洲 定 理 。 现 在 来 攀 明 这 是 什么 意思 。 

D. Ж ЖЕРИ 1 В, MAE КАЕ СБТГ ENTE 

— ак ахо as] 


可 推 得 表达 式 n E, СР) 有 界 。 可 是 由 例子 可 以 看 到 从 表达 式 nE,(f) 有 界 不 能 推 
出 形 如 (118) WR ЗАЧЕМ п E, (f) 有 界 (无 哈 正 数 £ 是 怎样 小 ) 
REKEREKE nE, EOT РЕНО АЕ. RAAN A. 齐 格 蒙特 中 了 天 明了 了 
БА нЕ, (f) 有 界 可 推出 的 不 是 形 如 (118) 的 不 等 式 ， 而 是 有 另 一 形状 的 不 等 
式 , 亦 即 ， 

Tt -af +f рск (hse0) (119) 


(在 这 分 数 的 分 子 上 ， 不 是 一 阶 有 限 潍 ， 而 是 二 阶 有 限 深 )， 而 且 反 过 来 娩 ， 由 形 如 
《119) 的 不 等 式 可 推出 表达 式 上 ECP) AE. 

同样 ,表达 式 п? E, СР) ЯГА p Bit Sik f 2 (a) 满足 形 如 (119) RER 
必要 与 充分 条 件 . 

杰克 撑 与 伯 因 斯坦 定 迎 以 及 齐 格 刻 特 所 作 的 补充 ,在 И. П, 那 渴 松 [1] 的 书 中 
第 四 及 第 五 章 内 都 已 钊 到 . 

55. 用 各 般 导 数 的 最 大 模 估计 画 数 的 最 好 表 近 

C. H. АВЕС НЕ. WEEKS G) 及 g G) 在 区 间 一 1Szs+1l 上 有 
Sk esa же"? BERPA 

О Са) [< le с) |, (120) 


Е, Е, (O, 20 
1) А. Zygmund [1]. 
2) ЫЕВИВЕ-Ь И. B. Цоноз [1] УН. 
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Ж P (a) 与 Q(z) 分 别 是 丽 数 f(z) 与 g (z) 关于 同一 租 播 补 点 zo z … zw 的 

ВМИК. + 
SP, =R, a),  gü@)—-Q,G)=S,G), 

考虑 行列 式 
R,@) R,@ 
5.40 5,00" 
而 且 我 们 设 z m EL n< Mh (与 播 补 点 不 同 的 ) 一 个 固定 数值 。 

因为 显然 


@@)= 


R,G)=0, S,Gp=0, 

所 以 

28(zi) =0 G=0,1, 703 
此 外 , 我们 得 到 

Фс) =0. 
РЕ W2 EN G D a) 
HEKK P rh Е EAE TA 
DUDE) =0 (ЕСА), 


亦 即 
R,G) КФ 
5,0) YH! 
或 
К,а) POSPORO, a22 
RATE 


RPDE) SADa), 509903) =g a) 
ЗИ, ААА (199) гана 
Rp DEIO =S, (а) f+ ©, 
由 此 可 网， 
IR KPD | = [5,69 | feo, 
共 次 ,注意 到 (120), MA Ей z 是 所 考虑 的 区 间 中 至 一 点 )， 
1А Са |16,6) |, 
Ж 
1/®)—Р„(а)|<ш() Осо). a23) 
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求 得 的 等 式 (123) 具有 独立 的 意义 。 我 们 把 它 应 用 如 下 。 衣 1, a) 是 在 所 考虑 
WEBE EIRE абс) 相差 最 小 的 次 多 项 式 ， 根据 奥 比 澳 夫 条 件 (第 48 H), 差 式 
И, (л) 一 5(z) 以 正 负 交错 的 符号 取 数 值 士 E, (g) 不 少 于 n+2 Жз 因 此， 使 得 等 式 
П, ба) 一 g《z) 二 0 成立 的 点 不 少 于 +1 个 。 取 其 中 任意 +1 个 点 作为 插 补 点 ,我们 
得 到 的 插 补 多 项 式 О, (a) 就 是 与 8 (a) 相差 最 小 的 多 项 式 p, 《zx)。 在 这 种 情形 下 ， 
由 不 等 式 (123) 可 推 得 ,对 于 所 考虑 的 区 并 中 一 切 数值 z, 下 列 不 等 式 成 立 ; 

ПАС) РСЕ, С). a24) 

于 是 不 等 式 

max| f G) —P,GD|<E,(@) 
也 成 立 。 
HFH n KEMER Pu(z), 上 列 不 短 式 左边 的 极 小 值 是 可 (因而 
En тах |7 G) — Риба) |. 
上 比较 上 两 不 笑 式 ,我 们 就 得 到 所 需要 的 不 等 式 (121)D。 
附注 。 这 个 定理 可 以 推广 到 加 权 最 好 折 近 
En С, =min max gle) | f GO —Р,„(а)| 


的 情形 ,其 中 qa) 适合 极 小 条 件 49(z) 宇 0, аСт) 0, 

这 个 推广 的 征明 与 前 面 的 证 明 只 有 一 点 不 同 ， 现 在 H, (z) 指 的 是 与 g(z) 加 权 
94z) 相差 最 小 的 nn 次 多 项 式 ; 此 外 ,在 把 对 应 于 (123) 的 不 等 式 的 右边 用 它 的 极 大 值 
来 代替 以 前 , 应 该 用 aC) 季 这 不 等 式 的 两 边 , 圭 果 我 们 得 到 的 不 是 (124) ,而 是 

аба) | f(z) Р, (0) |En (Ф. 

KK, 与 以 前 一 样 , 我 们 有 : 


Е„С/,д)<Е„(в, а). (1947 
ЖИТ, ЖЕНЕ E, O) 有 下 列 性 质 : 
E,(f +g)<E,(f)+E,(e). (125) 


实际 上 , 如 果 多 项 式 P, (z) 及 О, (а) #y 3155 f (z) Ж g(a) 相差 最 小 ,那么 P, (a) + 
О, (2) -5 f (ж) +g (z) 相差 不 超过 E, (f) +E, (g), 因而 它们 的 最 小 偏差 就 更 加 不 
ЖЕ, СР +E, G). 
#1. 如 果 在 区 间 —1<r<+1 + 
Пренос |< ey, 


1) t H. В. Цонов [2] 所 已 指出 ,这 里 其 明 的 定理 对 于 浆 数 为 之 1 ГУТ ИЧТЕН ТЕЗ. 
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32 
EPLE. > a2) 
事实 上 ,根据 不 等 式 (125)， 我 们 得 到 
十 一 + 一 
велев (ен) а, (人 ie (£38) 
又 因 
oc EADE сод, 
жн. 
о EA) ве), 
АРУ ВЕРА Е, 
+ 
z, (Ак) < в, 
ЕН. 
в, (E)E O» 
由 此 可 推 得 不 等 式 (126) . 


82. авас ян, улицы 


EDS ег В 


жи м, залоо Ее 
为 了 诈 明 起 见 , RAER 1 中 合 


gG) = Менди 


(n+1)1 w 
事实 上 ， 
Минин) Ma i ТОИ. 
в (ае) ер Ван ерер, 
A. 700) =e n= ВР 


1 
Ею) < 
00 < 


а 10 次 馨 为 止 的 部 分 和 所 输出 的 焉 近 , 那么 我 
ЧИН БЕРИ. ИН, 有 一 10 ВЕ, ЭМИ АРРА ЕА, ИЖОК: 
РЕЯ 500 多 倍 ,…、 
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54. 解析 夯 数 的 最 好 通 近 ”被 珠 近 的 次 数 / (л) 在 区 间 (一 b +1) 上 解析 GE 
则 ) 这 种 情形 具有 很 大 的 意义 ,这 也 就 是 f(z) 在 包含 这 区 加 的 一 个 区 域 D) 内 解析 
Буи. ЖМИ, ред E, RAHE АКЕСИН -—- 
клы. 

在 某 些 条 件 下 , 从 第 53 节 季 2 已 可 推出 这 个 结果 ， 实 际 
БЕН, 十 1) 上 任 一 点 ， 由 哥 西 积分 


(С) 


可 推 得 
Уба) dz 
ko аж" Я 24 
因而 如 果 用 M лай SC) EIEE (C) ЕЙ Xt, H L ЗЕНА, ЖЕ HJH о ЕЛЛА ЕЕ 
段 (一 1, 十 1 的 距离 (图 24), ЖА 


f= 


одет АМ, 


Хх 5-1 +1 上任 一 点 ,所 以 (图 24) 


m LM 
Mr gr уг. 


于 是 由 不 等 式 (126) 可 得 
K 
E,(f) За», 
Зе КБ n НИЕ. ERIE У Бена, ЖУРКА ВЯ +, КЕБЕЙ f (z) 
人 不仅 在 基本 线段 上 正则 , 而 且 在 某 一 区 域 的 一 切 点 正则 ， 这 个 区 域 的 周 线 与 基本 线段 的 距离 大 于 
1 
5. 

С.Н. ДАВНЕЕ ЖИ FREN У LEE, НИ НЕВЕ 
ИАН В, O 的 渐 近 值 。 在 这 里 我 们 根据 С. H. ЛАДИ АО АКАЕВ FAA 
ж 

— ка 1 

im А =— 2 

lim X E,( f) >’ (127) 
其 中 是 以 一 1 В+ И 
正则 :在 这 本 加 的 边界 上 、 шш 
2 


щл На ft Ез ЧҮЙ, ВРС) 
一 奇异 点 。 如 果 而 数 了 Са) АН, Ж 


lim &E,(f) =0. (128) 
我 们 预 渤 明 关于 次 数 为 已 知 的 多 项 式 的 模 的 车 十 不 等 式 。 
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1. tuta REIRA P,O 存单 位 国 |<1<! Ыйар 


BOIL a29) 
matita, OD ИС, 
|=| = 
авки ох 
ТР, С», азо) 
ik BEE 
sos 20, 


这 画 数 在 开 区 域 |z| 之 1 ЕЕ Аз 因此 根据 最 大 模 原 理 , ЕЖЕ |21 = 1 上 达到 

ЖЖ. МУЖ (129) 在 这 周 线 上 ， 
192) 1<2, 
РОК УКАЗУ ТЕ |z | > 的 一 切 点 成 立 ; 由 此 可 昂 ,在 这 区 域 上， 
k= 
- 

这 就 是 不 等 式 (129) 。 

+. НА ЖЖ Р.И — 1 << +1 上 стань) фатар 


| Pu(z) |<, (131) 


IP,G)|<L>", a32) 


我 们 顺便 作 一 说 明 。 
我 们 已 经 看 到 , ME Е, ЕЕ NIR iH РАЗН, 
2=3(0+2) сор, = (2) аә 
[参看 第 21 真 上 公式 (45)].。 由 下 一 公式 (47) 可 以 看 出 ,P 不 是 别 的 , 就 是 表达 式 z + 
VAI WRD, Herh z 是 在 椭圆 Е, 上 任意 一 点 : 
p=|z+/Z—1|. 
于 是 不 等 式 (132) 可 以 写成 下 列 形状 。 
Рс) «|а 2-Т|”. 083) 
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ИЕ ЕЗЕТ, ВАРНА 

Р) 
G+y ET)" 

这 函数 在 从 z 在 面 上 除去 单位 各 眉 一 1<zx<<+1 后 所 得 的 区 域 《D) 内 正则 ; 而 
RREME D) 的 边界 D。 ^ 

根据 最 大 梭 原 理 ,数量 9 (2) 在 边界 上 、 亦 即 在 单位 炎 眉 上 达到 极 大 什 。 但 在 这 
BERE, 我 们 有 ， 


Фб) = 


Р, (=) 
|=) |< 
19| аъла)" . 


因此 , 这 个 不 等 式 在 整个 z 平面 上 成 立 ,而 它 与 (132) 或 (133) 等 价 。 


тж. 比较 定理 2 与 从 第 49 节 中 例 2 的 解 所 推 得 的 系 1 是 很 有 趣 的 , 过 去 我 们 得 到 了 不 等 
式 


ты  G<-1mg>D. 

本 节 的 定理 2 所 包含 的 不 等 式 较 不 精确 , 可 是 它 有 更 一 般 的 性 质 : 在 这 不 等 式 中 , 我 们 没有 假定 多 
项 式 Pn(z) 的 邓 数 以 及 变数 z 的 值 是 实数 27. 

3. 杰 种 进行 推广 ,我们 还 指出 下 列 定理 5)。 观 醒 数 

w=w(z) 

把 加 形 区 域 |w| 之 1 保 角 映 射 到 (在 边界 上 保持 连 种 性 ) 内 部 包含 无 穷 远 点 z=co 的 
一 个 单 连 区 域 (D); 无 崔 远 点 z=00 与 w=co 彼 此 相互 对 应 。 用 C=C 表示 区 域 (D) 
的 边界 ,用 C, BERZE z ETE EIE RA Jw] =p 相对 应 的 曲线 。 

Ж» ИО P.G) КИЛЕНЕ С, EREL, BAENA С, >D 的 内 
ИИ, TARER: 

IP,G)|<Lm. 
ЖЕДЕЛ, 2253518 CS И PAARD hM E 


= PrO) 
00-р 


定理 1 及 2 是 定理 3 的 特殊 情形 ,如 果 w(z) 三 z 我 们 就 得 到 定理 1, 如 果 wle) 
三 z+ 妈 一 1， 我 们 就 得 到 定理 2.。 


D 蛋 要 的 是 应 当 指出 , 在 加 上 这 个 “两 文 波 罕 过 的 " БАРИН, Са) 的 速 筱 性 保 持 不 变 。 这 个 塘 自 可 以 看 作 ` 
是 当 рз1 рї ШИШИ Е. 

2) С. Н. Бернштейн [6], 弟 75 真 。 

3) M. Riesz [3]. 
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‚ SERENE), ЖЕНЕВЕ (—1, +1) ЕТЕДИ ДНК f G) 一 定 可 以 展 
开 为 在 这 线段 上 一 致 收敛 的 契 比 谢 夫 航 数 ): 


доу. Т.е, аз) 
= 
其 中 ( 当 z=cos 6 时) 
=2 f А 1 Дое аз) 


用 P, GG) Жел НЛБ Р Са) = 


P, G) = Pa Т„@), 


容易 了 解 ， 
1f (9 -Р, ,1=| DT, «|< <È leul» 
由 此 可 见 ， 
E,(/)< > |ы (186) 


т=т+! 


我 们 设法 来 求 |cw| 的 上 界 。 在 积分 (1385) 中 作 变 数 代 换 ее = с, 就 得 到 ， 
1 1 
zti, Mti de 
=ef z )- E 


es и 
= Ла О” | oo 
其 中 C 是 中 径 为 工 的 图 。 
关系 式 


1 1 
==3(2+1 ) 
AET z ЭЕ z 的 这 样 一 种 映射 , 它 使 得 焦点 为 二 1 Ж + 1. ФЭ p 的 酉 图 
күл (сов 8) 有 周期 ®т,#ЕН{Е (0 平面 上 的 ) 整 个 实数 轴 上 正则 , 因此 (第 30 节 ) 它 在 这 山上 
BTPAW3F2908 ҮГӘ to ЗОР ЖС f (cos 6) 是 个 画 数 ,所 以 显然 这 个 重 立 叶 狼 数 只 有 含 余 弦 的 各 项 : 


Jos0 = Dcmeosmo, 
“ 


把 cos 9 WAR v, 我们 就 得 到 展开 式 (134) 。 
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与 加 jz| =» 相对 应 ; 而 这 些 生 加 也 与 图 jz| = 也 相对 应 。 HBR РЕЗ Go) 在 中 轴 
和 等 于 m 一 2 (2>0) Е ЕЛЕЙ 设 M, Èf G) 在 这 区 域 上 的 最 大 
1 


z+ 二 
Жи. ЖЕНЕ Е, ES РЫ 


(С, |z|=m 一 2 


与 
(С. |=| = 


所 作成 的 环形 的 内 部 ,以 及 在 这 两 圆周 上 都 正则 , 它 在 这 环形 上 的 模 不 超过 0 。 因此 
根据 哥 西 定理 ,在 等 式 (137) 的 右边 , BUY 3548 (C) 在 第 一 个 积分 中 可 以 换 成 (C)， 在 
第 二 个 等 式 中 可 以 换 成 (C)。 于 是 我 们 得 到 ; 


i z+ 二 z+} 
э 7/0 z ERIR Эл: [К лы ОМ 


м, 
|= В === |= JÈ z =) |< сезш 
因而 
2M, 
leml < [r =a 
由 此 可 见 ， 

其 次 , 根据 不 等 式 (1386)， 

йш Я. =з 
因为 8 可 以 随意 小 ,所 以 

lim VETS. 438) 


MEER f G) ЕЖЕ, Ж 2.65 o, 可 以 取 作 任意 大 ,于 是 我 们 就 得 到 (128) 。 
ЗЕЕ, Р УЕ, СР) 的 上 极限 ,已 求 得 的 上 界 不 能 减 小 。 反 之 , 设 


rl 
lim <. 
< 
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那么 存在 著 一 数 p, Соо), 使 得 对 于 所 有 充分 大 的 数值 m 不 等 式 
— É 
HE, PS 
或 
E.(f)<2 
< 
Шз. KWER, Л] Р, Са) ЖЕН S (л) 在 线段 (一 b +1) 上 的 最 好 逼近 的 
п KEFR, RII A E SHARE 


f =P a) + УР, 一 PCD] (189) 


的 一 般 项 (在 一 1 和 xz 和 二 1 时 ) 满 足 不 等 式 
IP,G) —P,-,G) |<]Р„(ж) —f @) |+ IP,-,G5 —f G3 |< 


«Е, + Е, г. 
根据 上 面 已 证 明 的 命题 2, 由 此 可 推 得 对 于 任意 的 复数 值 z, 下 列 不 等 式 成 立 , 
1Р,@ Pr <Er lst Z=". 


+ 
нева) 
我 们 可 以 把 上 列 不 等 式 写成 
а 
1р, Р, |<, (=). 


这 就 表明 了 在 由 不 等 式 p<p, 所 表 出 的 区 域内 , ЖК (139) 一 定 一 致 收敛, РАПН 
# f (a) 在 这 区 域内 正则 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 根据 假设 ， 在 椭圆 =P, FE, К 
f G) BREN. 

第 50 УРЕ АЕС А ВЕЗЕ Н, ЕЕ ИЕ Е, 我 们 只 考虑 最 好 逼近 
的 阶 。 对 于 一 类 画 数 的 最 好 逼近 的 精确 估计 值 , 我 们 引证 Н.И. 阿 希 哲 [2] 的 灶 果 作 
ИР ERS СО HEEL ЭШ, D СО 为 企稳 和 的 本 天 的 内 部 正 有， 
Atap ESE, ао ВНР 


ем 
Е, < Te 


ДД ЗУ+Т 


бет =). 


ъи 


第 四 章 КРАНЕВО 265 


55. ВНЗ ЯЖЛЕВНЯ Н БИНЕ ОНЕ ЗЕРЕН А ЖЛ R 
积 公式 上 的 应 用 ”我 们 回 到 第 16, 20 5 21 节 中 所 提出 的 问题 . 设 f (zx) ЖОЖ БОЯ 
Ak. ВИЧЕ), 根据 勒 具 格 定理 (第 186 页 ), 如 果 有 三 角 多 项 式 Tu (z) 存在 ， 
满足 不 等 式 

Ра -T,,G)|<e,, 


而 且 
lim £, lgn=0, 
жук, ШЖ ее 
lim E, (f)lgn=0, (140) 
那么 f(z) s 7 
+ > (a,cosnz- b, sinnz) 


О HE LAA / (а) ,在 这 里 
a=} f (Deosntdt, b, =Í ro элй, 
于 是 利用 第 50 忆 中 的 系 2, 我 们 就 得 到 很 重要 的 这 样 一 个 命题 。 
ИЕ ЛС РАВНЫ o О), ti жин ний а Исе. ДЕ 
limo б lg =0, (141) 
| а 
ВИЛ G) 的 傅立叶 般 数 -一 致 收 合 , 并 县 有 和 了 (CD 。 
事实 上 , 由 第 50 节 中 的 不 等 式 (73) 可 得 
Е. ап Спи 28) (вии), 
于 是 利用 等 式 (141) 可 推 得 关系 式 (140) , ПЖ ЕЯ КЕВИНА. 
ЗЕНА АНУ. 
如 果 丽 数 f СО 在 区 并 一 1<x<+1 ҺЫ об), НАЖАЛА E 
АЕ ИНК f G) ВАА 
~k, Xna) 
ЖЕШ —1+1 $$ (1>0) ЕИО, H RRIS Са) AEE 


да+ [1 
k = 221 f” Fo X, dr, 
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由 所 得 精 果 可 作 另 一 结论 如 下 : 村 

ЗЕЯ (BNK со баке ч, НИНЕ + 
талка ВЕРИЛ. ú 

简单 地 用 T, (f z) 表示 在 点 


‚ _ Фил 
Tt 


БК f Са) 取 相 同 数值 的 次 三 角 多 项 式 . 这 个 三 角 多 项 式 的 形状 是 (参看 第 9 节 
яз, 


(m=0,1,.…, 2n) 


эя, sin (п + 1) 
wm sin Z 
另 一 方面 , 设 R,(7) ЖБИ f (z) 相差 最 小 的 2 次 三 
152-860) |<Е„С/)у, в 
其 中 En) З С) 的 最 好 (三 角 ) W m. 
因为 显然 


т 
2 


Т„(Визх) =К„(т), 
所 以 
Ша? Т, S32) |= Ef -R D СТ, Оза) -Tp Rn] 
<|fG)—-R,G)|+|T,(f—R,z2) |< 


| э @л+1)Ж—®= |+ 


Sin: 


<Е ph a > 
"ЧЭ ит 


我 们 来 估计 所 求 得 的 和 式 。 散 整数 是 由 不 等 式 тасар 所 人 确定 的 。 
于 是 由 关系 式 |sinh9|<h|sin9| (h 二 1) 可 推 得 ; 


зіп @п+1) 2726 sin (2n+ 1) 22а. 
— =< — < 
pae 3 Sat 


另 一 方面 , 如果 m k m>k+ 1, 那么 利用 不 等 式 sinz2>2 оп, 


工 一 zm | 


sin(@n+1)Z— 
|5 


| i > 


sinte 


ми 


第 四 章 ， 平均 震 逼 近 法 与 一 致 (最 好 ) 通 近 法 267 


因此 


oa | sin (л 1) 228 


т=н б 
1 2n+1 1 
< a 21У 
| 2m тһ 


те, +! sin £ — Tm 


z" 


2n+1 hl +1 
= Di< a+, 


2 hml 
其 次 ,比较 所 得 的 精 果 ， 
аа 
2п+1 2; КЕЕ | ‚ЖЫ 
2 
由 此 可 见 ， 


и Т, D Е, tee. 


显然 , 如果 бт, Су) 1йл=0, 那么 lim T, ©з) =f) (一 致 地 )， 于 是 精 果 我 们 又 
得 到 条 件 (141) 。 

жат, иг ШЕТ, ОНУ ЕАИС +D в, За 
waf ОИ 
1. 

最 后 ,我 们 注意 ,依照 通常 的 方向 ,这 种 思想 还 可 发 展 到 下 列 命 题 : 

АИС сти БЭМ, ДЕННИ 0839 10 
жеши. 

弄 在 来 证 明 这 个 命题 。 我 们 所 中 的 公式 有 下 列 形状 


[i rav = Eara, аг) 


Tm f (а) 是 次数 不 超过 9n—1 的 多 项 式 , 那么 等 式 (142) 是 精确 的 ; 在 其 余 的 情形 
F, 它 是 近似 的 。 为 了 简单 起 见 ， 合 
ос аа, ор APP f aP, 


因为 对 于 次 数 入 2 一 1 的 任何 多 项 式 ,我 们 有 : 
ОР) =0,(Р), $ 
BiA n KERR P, Cr) HES К / (r) 在 基本 区 间 上 的 最 好 逼近 , 我 们 就 得 到 。 
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LUAH -UP = ШО -UP)I-LU A UP) 
100) -00Р,) |+ |U -Un Pa |, 
但 


Кос 00р | Ји а) Р, Сад] «ЕР f avn = nc, 


з Аф 0, HESHT, DAL (第 30 节 )， 我 们 有 ， 


lU, -UP) 1=| Kai ra =P, G ]|<E, /› үш! Р. 
因此 
LUP -UNIKE A) 
又 内 lim ЕС) =0, BEDA lim 0,7) = UCS), ABETARE. 
ЖЕ ЭШЕН ГИЛЕ AEFI, BBEA N AI ВН f (л) 
WERTE AOT AN 
P, = ЈК, соду оо 
ЖН, JEH K, Ce, D MIN, р СО Е B T, C) 
it f C) 的 最 好 逼近 的 次 多 项 式 ,因而 
а) СОЕ, СР). 
зоот, BCS 300 дод 44 О Е 
ът 
f: IK,G,p 1а а) <, 
ИРЕ АГОНЬ СОЕ, RE n САОН ФИ 
远近 ,就 得 到 与 原 式 相同 的 多 项 式 。 这样， 
Pa Upsz) =П„(ж), 
РЕН, 
IP,(fsz) -f G) |< 
<Р, fsa) =P, Upya) | + | Р.И, |+ |ñ,Ga) -f C) S 
<| к, огло п, Ovo] +E 


<E, P) Кр [dY OHE AKE @„+1), 
BUERT DENEA: AFAI 


яну жи 
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lim P, (F32) =f (£). 
MNE. 如 果 写 出 " 
Paf DE| а) оь 
аис, рам, 
那么 以 上 所 县 的 也 包括 插 补 过 程 的 情形 。 
最 后 , 我 们 还 天 到 求 积 法 的 收敛 性 的 问题, 用 
UP =f EdP 1,2,3, =) 
表示 积分 
и f fda 
ВОДА. BEES) kn KERN, U) 恰好 等 于 UC 了 )。 于 是 
10,0) -UNDI< 
SLU =U, 1+10,0,) AI +10 -UA 
<| Sirana] f Eren dv >| < 
«Е. Í dw flav eo |]. 
用 т,= f 129, O 3088880, CO HEWA LIAE, RITTER Pb 
limE,(f) V,=0 
ARREK 
lim UNUA 
的 充分 条 件 。 
在 高 斯 -克利 斯 托 费 尔 公式 中 , 我 们 有 АФ >0, 因而 


v,= lat] Аюна, 
由 此 可 见 , 对 于 任 一 连 模 夯 数 , 求 积 法 收 化 。 


对 于 哥 特产 公式 , 不 可 能 作出 同样 的 精 葵 ,因为 虽然 哥 特 斯 系数 的 和 等 于 1, 但 
在 其 中 有 和 负数, 而 为 了 天明 求 积 法 的 收敛 问题 , 必须 研究 系数 的 艳 对 值 的 和 。 


第 五 章 
复数 区 域 中 的 播 补 法 与 逼近 法 


56. #15 ”在 复数 区 域 中 画 数 的 近似 表示 问题 基本 上 是 像 在 实数 区 域 中 一 
样 提出 来 的 ; 粉 定 了 某 一 比较 广 天 的 画 数 类 (车 ) 中 一 个 丙 数 用 z); 要 从 某 一 比较 狭 窗 
ОК (P) ЕН МИХ PCr), 使 得 它 与 画 数 所 z) 在 某 种 意义 下 相差 很 小 。 在 
这 里 我 们 也 把 问题 分 为 两 个 类 型 。 

TEANA E, A (олы AEE РН ЖИ 
СОБАК (D ISEN, DNE EAI O 二 也 六 如 此 类 
СЕВА 

PG)= Ўл" (1) 
RUR ЗОВУ АА, 

在 第 二 类 型 的 问题 中 , 类 GS) Jt A£ 
ЗЛО ЯНЬ, ЕДГ о CR 
Pr pue 3), ЖЛЕ МЕМ 

а з дария а омат угодан 
кэк CA) Алели 25), лхан лел, зет ар, ИЕН 


То) = ЎЗ G, совт +, sin тя) (2) 
= 
жый. 
> 
мч, ане 
并 引进 各 号 
аа oen сема 


我 们 可 更 简 地 写成 , 
270 
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ЕА 


Т@у= У се" 


(“ 指 数 形式 "的 记 法 )。 

ЧИЛЕ, НРА АСЕЛЕ ORTE AC) 上 需要 加 上 解析 性 (正则 
性 ) 的 要 求 。 首 先 ,通常 多 项 式 PGD 是 (到 处 ) 解 析 的 ЗК, 
О 贿 考 第 4 页 ) 由 多 
项 式 序列 或 般 数 通过 取 一 致 板 眼 的 过 程 所 得 到 的 而 数 是 解析 
的 ;最 后 , 需要 指出 由 解析 丽 数 序列 或 多数 通过 这 种 运算 的 精 
时 所 产生 的 画 数 也 是 解析 的 ( 灼 尔 斯 德 拉 斯 定理 ,第 二 页 )。 
由 此 可 内 ， 解 析 画 数 在 复数 区 域 中 所 起 的 广泛 作用 与 过 六 本 
数 在 实数 区 域 中 所 起 的 作用 相同 ， 根 据 灯 尔 斯 德 拉 斯 的 另 一 
定理 (是 在 本 光 第 二 章 中 我 们 集中 时 注 过 的 题目 )， ИЧИШ ЕК 
类 恰好 与 在 实 轴线 展 上 能 够 由 通常 多 项 式 通过 取 一 致 板 限 的 过 程 所 得 到 的 而 数 类 相 
м. 

因此 , ЭРУ ВАЖНЕЕ U BL K tb OR СЕПКЕ АО -— УР, 
实 四 应 列 太 “ 曲 糖 "之 内 1), 也 不 假定 分 析 学 中 通用 的 一 致 收 合 概 念 有 任何 改变 , 但 在 
复数 区 域 中 不 得 不 考虑 只 具有 解析 性 的 而 数 的 近似 表示 。 间 题 的 任何 别 的 所 法 都 是 
不 自然 的 。 

易 一 方面 ,必须 哎 明 , 要 考虑 用 通常 多 项 式 的 到 近 法 , 应 从 下 面 的 假 股 出 发, 连通 
的 而 且 有 限 的 区 域 (D) 是 由 仅仅 一 条 于 曲线 (C) 所 图 成 。 在 相反 的 情况 下, 区 域 (D) 
ЗЕНА УСА AA): EA — LAE ТЕ (СО 7 落 在 另 一 个 边界 ( 辟 如 设 (C5)) 
的 内 部 (图 26)。 如 果 多 项 式 的 序列 (或 般 数 ) 在 (CD) 与 CC) 所 图 成 的 区 域 (D) 内 是 一 
жак, Ut Se ЕСО B, 它 也 在 边界 〈C2) 所 包 刚 的 区 域内 一 至 收 化 ;因而 原 
来 在 (D) 内 是 月 析 的 而 在 (C3) 内 部 不 是 解析 的 这 伴 一 个 画 数 却 不 可 能 以 多 项 式 为 它 
的 近似 表示 。 例 如 ,在 四 环 1< |а 2 内 不 能 用 多 项 式 来 通 近 丙 数 士 。 总之, 引进 的 
вина за лен EE, 

同 梯 , ЖЕЛЕК ВИС, ЯА соз mz 与 sin mz (或 最 简单 的 周期 画 数 
e ID KEEA RIA 2 f E AVA s 用 不 着 预先 假定 被 通 近 的 而 数 的 定义 区 Е 
(4) 可 能 会 有 "周期 的 润 ”。 

57. 复数 区 域 中 的 有 限 揪 补 法 关于 作出 满足 有 限 多 个 条 件 [参考 第 8 节 中 公式 
QD 与 (12)] 


272 EES EEE EE E 


т=0, 1, =, ny 

(Зд, 当 і 
的 拉 格 朗 奢 播 补 多 项 式 PO) од сы + =. сл" ВВ, ЗК E ЖЕ ОНИ ИК 
Czmzum)， 震 允许 所 求 的 多 项 式 可 有 复 系数 ， 这 问题 可 以 像 在 实数 域 中 一 样 地 解决 ， 
同时 这 个 解 是 唯一 地 由 下 列 公式 所 确定 ， ` 


-5 Ке 
PG) Lon асу, (4) 


PG) =10,„ (в) 


ж 
Ао Ще. 
4 


НА, -RHR Sk NAE НЕЕ У FERLA ИЗМИР 
K 事实 上 , 在 复数 域 中 像 在 实数 域 中 一 样 ， 一 个 乘积 在 而 且 只 在 它 的 某 一 因子 为 圭 
ВУР, 

依 同 理 , 三角 插 补 公式 (参考 第 9 节 ) 也 保持 有 效 一 一 把 它们 写成 指数 的 形式 更 
加 方便 。 

差分 比 的 插 补 公式 , 特别 ,对 应 于 插 补 点 成 一 算术 打数 的 牛顿 差分 公式 (48) (第 
50 TD 也 同样 保持 有 效 , 因为 这 里 所 可 的 只 是 拉 格 朗 斩 公式 的 另 一 种 写法 而 已 。 

最 后 , 厄 米 特 公式 (68) (在 第 60 页 上 ) 也 上 成立 , 这 个 公式 解决 了 这 样 的 间 题 


h=0,1, =a, —1 
Pz) Su С >) 
=1,2, -.., 
ЗЕМ, 我 们 得 到 ， 
УГ А У Ert f ба) реа 
Ро pai и. Í АС k: } (5) 
жж 


ао Що 


事实 上 ,第 18 Ааа ARRUE, 如 果 计 论 的 是 复数 数据 (并 且 也 保持 所 有 的 
RIRE). 

当然 , 只 是 在 实数 数据 下 适用 的 儿 何 意义 自然 会 完 公 消 失 D 。 

余 项 的 形式 同样 也 不 适用 ， 它 们 是 应 用 实 圈 上 属于 实数 域 的 罗 尔 定理 推出 来 的 


1) 可 是 ,基点 "这 个 名 泣 在 复数 的 博 况 下 也 是 以 * 括 补 点 "的 意义 来 使 用 的 。 
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(第 15 节 )。 
AI 试 求 五 次 多 项 式 PO) 它 在 点 1, 1, —1, š+1 339; 处 分 别 取 值 0, 4,—1,4,—2 与 
—4. 


%. з Р(2)=12. 
92 МИНА ЛЕК 
а" (т=0,1, = n—1) 

OEH оне" ASI а. 

因为 

AR) =z, 
所 以 
(2 一 ze 一 1 жн А (от) пт DdD то", 
因此 
А 
яз зная 
k=0, 1, 2—1, 


Р? (ож) = f (on ( ) 


h=0, 1, ya 一 1 


эч 
Об o=e ”) 的 如 一 [次 的 捅 补 多 项 式 (z) 的 表达 式 . 
Ио “= 
У)" губ R aa 2-а ув) 2—07 
#. Р-У СР) уо? д | ) К ] u 


гы / }о4› 
WU 8 n—2 时 
Ж C+D í фи 
PG)=G—1) Zec КЭ 1) + 


ч н! | Oo 
十 (z 十 1)< Er "DE iy es ә 


в. зерт ликин ез до) НОВИН, ЗНАК 
Wik АС) 是 解析 的 时 候 , 关于 余 项 可 以 得 到 一 个 格外 方便 而 且 不 包含 任何 未 知 量 的 
表达 式 ; 就 是 统 ， 人 


olf AG) О 
ко ФАО СЕ ce) 


FEEL DN AA PA PA h CC iE 下 面 的 机 求 下 是 任意 的 : DEM S)HE) 上 及 其 


D) Ch. ненае. 
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内 部 是 正则 的 , 3) 所 有 的 播 补 点 „Си 0, 1, ..., n) ДЕ (C) 的 内 部 。 
于 是 对 于 插 补 多 项 式 P(z) 本 身 同 样 也 得 到 сина 表达 式 


Е Ка _ AG) SOK _ 
Ро) = [о ТЕ 


+ AG 249 
“waj AG OE т) 


ааа. ТЕНИ 
点 。 积 分 号 下 的 变数 5 的 两 数 


AG) fO 

AD Te a 
除了 以 点 m(n =0, 1, ---,п) 与 > 为 它 的 单 标点 外 , 在 (C) 上 及 其 内 部 是 正则 的 。 这 
个 积分 竺 于 被 积 责 数 关于 所 有 的 述 点 的 弄 数 之 和 。 关 于 模 点 < 的 歼 数 是 


Аб) Ла, 
Alem Zmz? 


KFARA = MEERA Хх), 由 此 可 见 , 我 们 的 积分 等 于 
AG) 
fo ле» ео» 
着 且 因 为 最 后 这 个 和 不 是 别 的 ， 正 是 拉 格 朗 履 的 插 补 多 项 式 P(z) [第 11 节 中 公式 
(45)], 所 以 我 们 知道 积分 等 于 f(z) 一 P(z), 也 就 是 RGE). 
现在 假定 插 补 点 可 以 是 重 的 ,我们 设 点 xm 是 


Р 
а, (т=1,3, 555 Уа=п+1) 
= 


OK. ЗК А (0) 具有 G—z) 54…(z 一 x)“s 的 形状 。 RKA AAE) CT AR 
点 Zm ВИК. ДЕЛА Zm 的 邻 域内 ， обрана ИЕ 


ЖЕЛ ЗВ ЭРКЕ ЕС, MARLENE НИКЕ, RE) “m 的 系数 ， 
然后 再 用 AG) 去 乘 它 。 显 然 , 所 襄 的 条 数 等 于 (用 第 13 PHRI) 


жн. аа аа 975 


a 
-一 二 E meo. WE e-z 


an) "R = 


ог. Ед | (Eza) “n | нао 
и A ao ° 


由 此 可 具 , 要 计算 的 积分 等 于 
аге Ў ро) ER |e 

而 在 最 后 这 个 表达 式 中 的 和 ， 根据 第 13 节 的 公式 (69), 恰好 是 对 应 于 所 选取 的 插 补 
点 系 的 播 补 多 项 式 PC). 

了 于 是 公式 (6) 在 所 有 各 情形 下 已 证 明 。 

MARSIE SRA EA HEAR WEEE Е 
质 推 广 到 任意 的 正则 西数 上 法 。 

把 第 15 节 中 的 公式 (39) 应 用 到 南 数 = -上 (Qh 痢 时 还 算 作 常数 ) 。 因 为 
(不 难 用 完全 归 灿 法 检验 ) 


ul ` = 1 jaat 
у= po z, 279] Суу 
所 以 这 个 公式 具有 下 列 形状 


V^ А) AA) _ 
27 A, © CAE 


用 求 得 的 ЗАК A TFI PU 
SO =з LOdE 


2л Д‹су $—т 


中 , 得 到 ， 


A Lf 4, Аб) ФЕ 
по Азај /od ПО. О? 


剩 下 只 要 注意 


1 Г fds 
За с, AmC) 


GART FIA VINE REBI), 于 是 (9) 式 右 端的 和 可 化 为 插 补 多 项 式 Рг), 
59. 在 复数 区 域 中 插 补 过 程 的 收 敌 性 ” 考 坊 复数 区 域 中 由 等 式 
Pa ER = Јак) бш=0,1,+-›л; п=0,1,2,...) ао) 


=f; Zos Zis и) 
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所 表征 的 无 限 的 圭 补 过 程 ,其 中 f(z) 是 某 一 解析 画 数 ， 它 在 下 面 将 要 吏 到 的 区 域内 
是 正则 的 , 而 已 ,(z) 是 险 一 地 被 确定 的 一 些 插 补 画 数 , 只 要 P, (2 是 2 次 有 至多 项 式 ， 
这 个 条 件 成 立 。 
我 们 不 想 包括 播 补 点 x? 的 所 有 可 能 分 布 的 情形 , 以 下 将 作 如 下 的 假设 。 
де веть, нару ныр 


А.о | [c-:2, 
=> 
декан. аш 
00) =lim ТАГ >0 an 
PRE, HE BAEENT A EE Pk ERE ЯНЬ ВИ. 
回 到 表示 播 补 余 项 的 得 西 积分 


= An) 。 SO 
RD 一 a2) 


我 们 将 假定 ， 

1°. 播 补 点 zm? 落 在 简单 并 曲 炎 一 一 积分 开路 (C) 一 一 所 包 图 的 区 域 (D) 内 

加 .变量 z 可 以 取 开 区 域 (A) 上 的 各 值 , (A) 是 由 一 个 完 双 落 在 (C) 的 内 部 的 曲 炙 
《7 所 图 成 的 (图 37), EELEE ó С>0) НЕ (C) 与 区 域 (4) 之 
间 的 最 短 距离 , 因而 在 积分 (12) 中 有 


Ф) ПРСА 
3". 对 于 区 域 (A) 中 的 点 z, U СНЕ а 20), 
WW Us) <а, аз) 
4°. ЕЕС) Е, UCz) 不 小 于 某 一 数 PC>0)， 
>в. (14) 
5°. 下 列 不 等 式 成 立 ， 
из в<8, (15) 


6°. ИК f) 在 区 域 (D) 内 与 边界 (C) 上 是 正则 的 。 

"UE РОЖАЕТ, НВА САН z НВ. 

事实 上 ,引进 记号 , L НЕСК ВЕ, m M ЖЕК fo) Eli is (СХ 
模 , 我 们 来 估计 公式 (13) 中 的 积分 。 于 是 得 到 ， 


119 fO < м mala Gl 
ао / = ED z < M зата QO] a 
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可 是 由 不 等 式 (13), EKRA H. 我 们 有 : 

бт ТА, Se 
并 且 由 于 在 这 里 假定 收敛 性 是 一 致 的 ， 所 以 对 于 足够 大 的 值 n(n 二, 220), WA z 
是 (A) 中 怎样 的 点 , 应 该 有 : 


lA,G)|<(e +e)", 
Е: 
тах|А, (2) |< @+8)". 


另 一 方面 ,从 不 等 式 (14), 同 样 地 推 知 , 对 于 足够 大 的 л(л >п, E>0), 不 瞪 5 在 (CI 上 
如 何 ,有 
ІА, 126)", 

ЖЕ 

min|4,Q)|2>@—o". 
由 此 可 见 , 在 公式 (16) 右 端 的 最 后 的 因子 满足 不 等 式 

max 14。(z)| 

аА 5746922). 


MARIAM E FETE, WE OG усаа де Р, KTA A E 
аяда 96). 

我 们 假定 有 一 整 族 曲 粮 UCz) —const, Јр И ИЕ, 并且 把 所 有 的 插 补 
点 都 包 在 它 的 内 部 ;如 果 UCz) =C, 与 UCz) = ССС, ikisi Bias his, ДҮН 
第 一 条 沙 在 第 二 条 的 内 部 。 在 这 种 情况 下 ,不 洽 常 数 C, 与 C, 相差 如 何 小 , 可 以 把 曲 
E UG) =), mie tg UG) =С, 取 作 (C), 自然 ,这 样 取 是 要 在 面 数 f(z) 
在 最 后 这 出 久 上 及 其 内 部 是 正则 的 条 件 下 ,如 果 丽 数 РЕВ ССС 
UOC EEN, член UG) =C ERREN, RIR 
补 过 程 在 曲 粮 UG =C 的 内 部 收敛 虽然 这 收 敏 性 可 能 不 是 一 致 的 ， 事 
是 在 (oO 一 C* 内 部 的 任何 一 点， 合 Ид =C HELE С 55 Cr 使 得 不 等 式 
©<С<Су<С* ВЕ. 于 是 可 以 取 昌 六 UG) =C, MEO), TIE UCz) = С, 当 
AECC), ШЕНИЕ „БИШЕ, 。 

这 里 所 氢 述 的 概要 包罗 一 系列 的 各 种 各 样 的 阅 题 . 


$1. 所 有 的 插 补 点 相同 ; 


978 ЕЕ ЕЕ ЕЕ. а 


=a  (n=0,1,2% =). 
КЕЛЕК ФИЗ Е a НЗ ЕРНАТ, 因为 Anl) = (z 一 0)*+1， 
ЖБ, Ш(ау=|г—а|. № U(z)=const ED a ORIA. 泰 乐 航 数 的 收敛 区 域 是 通过 离 点 a 
最 近 的 奇异 点 的 圆 的 内 部 . 
#2. + 
а=)" (и=0, 1,2, ..). 
在 这 情况 下 , 我 们 得 到 , Аз (2) = (zn —1)”, 由 此 可 网 
дж. 
等 模 曲 链 U (2) =С IERE U (2) 一 1( 它 道 过 原点 ,原点 是 它 的 二 重点 ) 分 成 两 类 : 当 ССІ 时 得 
到 成 双 的 卵 形 钱 ,其 中 每 一 线 包 图 一 1 与 十 1 中 一 个 点 ; 当 
C>1 时 得 到 一 族 简单 的 阴 曲 钱 ， 共 中 每 一 米 同 时 包 图 所 
设 的 两 点 (图 28). MRE f(z) 在 由 不 等 式 UG) СС 
所 确定 的 区 域内 是 正则 的 ,而 在 曲 米 U(z) 二 C* 上 不 再 是 
正则 的 , ЖН C*>1, 则 插 补 过 程 在 区 域 U (z) <C* 内 收 
ш 28 ж. 
我 们 假 腕 C* СЇ, Tits О (г) =С* ЗНА 称 它们 为 CC?) 5 (СТ). ЖЫ 
数 f(z) 在 这 些 卵 形 线 内 是 正则 的 并 且 代 表 同 一 解析 栈 数 ，、 则 可 以 求 得 一 条 包 图 一 1 与 十 1 两 点 的 
简单 于 曲线 ， 使 在 这 阴 曲 线 上 及 其 内 部 ， 醒 数 f(z) 是 正则 的 . 朋 z 落 在 (C) 的 内 部 并 且 同 时 沙 在 
两 六 形 名 (C?) 与 (C2) 之 一 的 内 部 ,我 们 断定 , 在 这 些 条 件 下 , 插 补 过 程 收 化。 
有 元 的 是 :我 们 看 出 ,如 果 甩 (z) 与 及 (z) 是 两 个 不 同 的 丽 数 ,分 别 在 卵 形 钱 (C?) 与 (C?) 内 是 
正则 的 , 则 插 补 多 项 式 


Рьф=@а-—1" Ee- аууз 


енне ес у" 
š8 n АННЕ ССТ) Б (С?) 的 内 部 分 别 趋 近 于 数值 用 (2) 与 及 (z) ., ЗЕНА — 
ж. 
#3. 在 
Z=" (n=0,1,9,-..) 

Ош o=e P, БУЗ) 的 情况 下 ， 插 补 多 项 式 是 在 第 57 节 例 3 中 已 作出 过 的 ,这 时 Ат = 
(22—1)", ВН U) =C рсн U(z) =1 СВ p 56, РНЕ 力 重点 ) 分 成 两 类 : 当 
CIMB p ВЕНЕ, ЕВЕ ЯВНО аот т-=0, 1, …, 力 一 1 中 一 个 点 ; 
当 С>1 fen —ss ASEA aE, ЗУУН Вв (lal 29)。 收 敌 的 现象 是 和 前 例 
中 的 情形 一 样 的 。 
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AA PATERET], 十 1) 上 成 等 
距离 的 基点 的 ( 千 顿 的) 情形: 


дрен. (т=н), 
辐 时 ,为 了 要 研究 插 补 过 程 在 这 塘 仆 本 身上 以 及 它 的 外 
面 的 收敛 性 ， 牟 先 候 定 醒 数 f(z) 在 这 乒 段 上 是 正则 的 
(因而 在 包 图 它 的 共 一 区 域内 也 是 正则 的 )。 
ФЕТ Z, 像 前 面 一 样 ,我 们 得 
А„@= 站 +- 加 )= 


>= 
2°8 
=н. 2-1), 
Пет “» 
而 现在 提 在 我 们 面前 的 是 要 计算 ( 当 站 Ба! [2—т | по, еа 2 в 
RROD. 
因为 


Ўл ја" | 一 Wglz-slas， 


Я ито 


MAÇI t= узи 
lg UW =lim ey ТА N elza. 
оннан, оњ, (T, 18G— 04 是 z EEN, BSUS IR 
аа еса 
并 且 内 为 
人 age-Ddt=(z+Dlg(z+D 一 CDlg(z-D 一 2 
所 以 得 到 精 果 ， 
le UW=R [G+ Dig(td (De (2-D] -1} 
或 者 ,用 通常 的 记号 z=re, 
1gUG)= {Ctreos Oe/ Irar сов ҮТ + 
+Q-reos бш ИТ соз ТЕУ —r sin б-аге РУ ЁЁ -1 


RRE, 当 点 2 ЗИ: ЕЕ С —1, 十 1) 时 ,lg U(z) 的 极限 值 由 公式 
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lim lg U(z)=#(z) 

输出 ,其 中 x(z) 是 第 16 节 例 2 РУНА. 

ШЕЕ U (z) =const 的 分 布 情形 在 图 30 REEK, ПИЖ / (2) 在 通过 一 1 与 二 1 两 点 的 
的 内 部 是 正 旭 的 , БЭЖ УЫШ РЕ (—1, +1) ЗЕЕ НЫНЕ РИО ВАНА ВСС 
内 ， 插 补 过 程 收 敛 。 可 是 , 如 果 扎 z) 在 所 脱 的 曲 锚 内 部 有 奇异 点 (不 过 在 点 2=0 处 TERA), 那 
АГН НАЕ UD=C* 基 中 二 <C*< 2, EESO ЕЕЕ U (г) =C* 的 内 部 是 正则 
的 ,但 在 曲 乱 本 身上 不 再 是 正则 的 ; 在 这 情况 下 , СЕЕ ЗЕРЕН 内 部 成 立 ,特别 , 收敛 性 不 
在 整个 线段 (一 1, 十 1) 上 成 立 , 而 只 在 它 的 其 一 部 分 上 成 立 D. 

A5 在 契 比 谢 夫 基点 


2p =cos 2-a (m=1,2, n) 
的 情形 下 , 我 们 得 到 : 
An =h Tne) 


ит 
ЖЕНДИ 4 iB AE G ДАНИ АСЕ ААВ ИНАЧЕ B E e PEHR: 


из 
и нА») =m УТРУ =+ 

Jeh P= а И-П 2 且 以 一 1, 十 1 为 焦点 的 全 图 的 两 个 牛 精 和 。 所 以 曲线 族 U б) 

一 const S 50803 НИНЕН) 0831). ЛЕВА СЕНЕ EC + 1 ЛЕНО, ПЕШЕНЕ 


某 一 区 域内 旦 正则 的 ， 所 以 捅 补 过 程 也 在 以 一 1 与 十 1 ЖАН-МАРК 
上 画 数 不 再 是 正则 的 . 
16. Жития ХУ, 


ше" (m=0,1,--,n—1). 


1) 参考 Runge 的 著作 , B. My. - 章 所 举 出 的 文献 C. Runge [1]. 
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于 是 А„(2) =z"—1 因此， 
1, kea, 
1а1, 29121218. 

В U(2) =C(šš C РЕ PLS LOPEREN. AREER А-ТЕ A 
Та С УВВ 7 Са) ЕА |а| <1 上 是 正则 的 ], 在 这 个 圆 1z| 一 C 上 , f(z) 不 再 是 
正则 的 . 

MRE. L. НОЦ Y, 不论 由 简单 于 曲线 (C) 所 包 转 的 区 域 (PD) 如 何 , 总 可 以 在 边界 (C) 
上 这 样 来 安 什 基点 ze 使 得 对 于 在 区 域 (站 ) 内 以 及 在 边界 (C) 上 正则 的 任何 酮 数 妃 2)， 插 补 过 程 
丰 整 个 区 域 (D) 中 (包括 边界 在 内 ) 收 敛 。 

$17. 车 插 补 点 序列 zw 有 极限 


00) = 


lim 2,=а, 
ГЕ 


则 播 补 计 程 的 收 做 性 与 以 а 为 中 心 的 泰 乐 极 数 的 收敛 性 是 一 样 的 (人 参考 例 1 )。 
事实 上 ， 在 这 情况 下 ， 


UG@)= an Te а) 


例 8， 例 2 中 所 得 的 各 结果 可 以 推广 到 使 


Шазы= + Шта, = =-1 


的 搬 补 过 程 上 去 . 
93. 例 和 的 各 个 结果 可 以 推广 завален (— 1, +1) .上 分 布 得 具有 均匀 的 密谋 的 情 
形 , 也 就 是 由 等 式 


Ува L um Мед. 


0 AX nm 
所 定义 的 丽 数 由 (x) 化 为 常数 的 情形 (在 例 和 中 这 个 常数 是 > Ж М, (а, В) 表示 落 在 区 天 (as 
чай 2 (0< т<) 1-Ж. ж 29 也 可 以 不 在 神 彼 (一 1 二 1) 上 ,只 要 a9 的 虚 部 一 致 地 
(EF т) ВЕРЯ, 在 这 情况 下 , Nn(a, DEBERA RER ER c CR LA 的 点 z2 的 个 数 ， 

例 10， 例 5 的 各 个 娠 果 可 以 推广 到 前 例 中 所 定义 的 醒 数 Ca) T— = isti. 
ЖЬ ЯРНО PUP. (ТЕЕ ЖОНУН. fa lU T) 这 是 成 立 的 . 

60. 播 补 修正 因子 。 从 前 节 可 知 , 由 要 求 (10) 所 表征 的 插 补 过 程 的 收敛 区 域 ， 一 
НЕБЕ, ВЕНАРА SO E Bi, 也 依 顿 于 插 补 点 20 的 分 布依 切 地 品 ， 在 保持 
条 件 (11) 时 点 组 «52ДЕ ИВ U(z) =C, 而 插 补 过 程 的 收敛 区 域 具有 UG) СС 
КЎРА С СУАР ГС) ВИЕ А. 

我 们 以 后 将 网 到 , 插 补 过 程 可 以 这 伴 地 改变 , ЕР ВЕНА e, НЕ 
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WUO = Су — НЕЕ WC) =C БЕ, ПН ЕЕ ЖЕЛЕ CF |. = 
是 任意 的 。 
我 们 把 表征 着 插 补 过 程 的 要 求 (10) 用 如 下 的 要 求 来 代 蔡 : 播 补 法 是 借助 于 画 数 
序列 {f(z)} 来 进行 的 , 其 中 各 画 数 f(z) 具 有 下 面 的 形状 
Sn) = Pp G); ат) 
在 这 里 各 个 丽 数 Hn C) CREMEERT”) 在 所 考虑 的 区 域 范围 内 是 正则 的 井 且 蜡 于 
Ж, 而 P,(z) 是 由 条 件 


м 


P, G) = аз) 


ЖЕН, KERR, 
жик a, (我们 【 像 对 于 多 项 式 A.G Гас) еви 
ы 


下 ; 在 任何 有 限 区 域内 存在 着 一 致 的 概 限 

limay|u,G5 |= VG)>0, аз) ' 

IEKA EWA Їн О | 
=L Ann) dY 
RDS Taf OA Oun Ez e 
$Ë БЕЛЕ ВНЕ СС) ЕА В f(z) 及 kw() 是 正则 的 一 个 区 域内 , ТЇЗ ЛУШ ЖЕЕ) 
ШЖ ©, 也 包围 着 所 有 的 插 补 点 e. 这 积分 等 于 关于 极点 z 5 ИР (m=0,1,--. м) 
的 厂 数 之 和 ，。 因 为 对 应 于 极点 < RRE SC), 而 对 应 于 标点 ?的 歼 数 是 
А, Сан, (2) 1 


Fem) бун „Обу ӨЕ?” 


所 以 我 们 得 到 ， 


г. Any 
ROSO -mD У zs 


注意 到 这 个 和 不 是 别 的 , 而 是 由 条 件 (18) 所 确定 的 插 补 多 项 式 , 由 此 便 得 ， 
R,G)=fG)—u,GG)P,G). 
FER, OARE RRRA. EKER. 
我 们 假定 ( 像 在 第 59 节 一 样 ) 变 量 = ЛЕВЕНТЕ СГ ЭРЕН НЕ iF (СМ 
内 部 的 区 域 (A) 内 , 且 (C ) 与 (A) 之 闻 的 最 小 距离 是 正 的 : 
[5 —=|28, 8>0. 


在 这 种 情形 下 由 积分 表达 式 (30) 可 知 
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IR) LM. marl An G), Gl ， 
"©! ал тіп EKETA] 
Jeh LAWEO HKE М ЛЕ | Се) ECO EARR. 
如 果 对 于 区 域 (A) 中 的 点 z, 乘积 
(2) = UG) VGz) (22) 
В а, 而 在 曲线 (C) 上 它 又 不 小 于 ФЕН. «В, 则 和 以 前 一 样 , 我 们 不 难 证 实 ， 
对 于 是 够 大 的 不等式 (21) 的 右 端 小 于 
LM ( а+& у, 
Элд 8—8 
Ж EER 05k, 所 以 А Се) ЕСА) РЧ ОЗТ РР. 
зн, ИИ ОЛОВО ы ИНН 
тиры С), НА 
тах УФ min WC) (23) 


(21) 


ян. 

在 特别 情形 下 , 如 果 曲 线 W(z) =C 形成 一 族 具 有 以 下 性 质 的 曲线 : У RIK 
М, НЧ С,<С, 时 , ЖЕ WO) = С, ЕЕ ЯЕ WO) =C 的 内 部 ， 那 么 可 以 取 其 
中 第 一 个 曲线 的 内 部 连同 边界 一 起 当 作 (A)， 而 取 第 二 个 曲线 当 作 (C) . 

如 果 修 正 因 子 en (2 都 等 于 1 CRE”), 则 我 们 得 到 第 59 A+; rh prt pu Ba 

я. 股 š 


ж 
= рр 


BHi, B Anl) =", РАНЕН T ЗВ “ДЕЛЕ” USES. ХЕХЕ, SAR Pale) 由 下 面 
修正 的 条 件 (18) 求 决定 : 


(120), 


ред) а гуса), y 


因而 P, (z) ЯЗА TOER / (2) (1—2)" ë z WRR E n 4909882730. MR 


f= Dee 
= 


Р„(у=су+ (cl 一 Cico)z+(a 一 Cict 十 Czeo)z2 十 … 十 


+(в—С„—: + Сои С) НС) 
ТОНА СЕБЕ ЗО ДОНА 
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= PaO) 
А0) = r: 


因为 在 我 们 的 例 中 ， 
Ш@)=|г\› уд =н == А 
ББ WG) 二 const ЗН -— НИ 


lzl=Cl1-zl 
作成 的 , 这 些 加 周 对 于 插 补 过 程 及 (z) 一 f(z) 所 起 的 作用 ， 与 以 原点 为 中 心 的 团 周 对 于 按 z 的 震 的 
泰 乐 展开 式 所 起 的 作用 相同 :如果 丽 数 f(z) 在 区 域 We) <C* 内 是 正则 的 , 但 在 加 W(z2)=C* 上 
不 青 是 正则 的 , 那 末 播 补 过 程 在 条 件 W2) СС ТЕ Е И’) > C* 之 下 发 散 . 
81. 用 各 报导 数 的 插 补 法 的 误差 估计 ”在 第 18 节 中 就 实数 域 情 形 所 导出 的 用 各 
般 导 数 的 插 补 法 的 癌 一 个 公式 , 可 以 不 加 改变 而 在 复数 域 中 保持 有 效 ， 就 是 酸 , 不 办 
ftz) 是 怎样 一 个 在 某 一 区 域 (D) 夫 的 单 值 正则 画 数 ,等 式 
Же) = f(za) + леш, G@)+R,G@) (94) 


ЗЕЯ, 大 生 所 有 的 点 z,(0<k<n) 假 定 属于 区 域 (D), 多项式 Lu(z) 是 由 算式 
L,G)=]| а | dz" dg™® 25 
voofa parfi > 


СЯН ЖОШ) ЖАЙ ЛЕ A, 而 余 项 R,(z) 可 以 天 成 下 列 形状 
ЖИЕ 
Ко) Гаа"... тъ (куда , 25" 
z) fef fr с) (357 


其 中 积分 路 径 不 越 出 区 域 (D) 的 范围. 

以 后 , 在 进行 余 项 的 估计 时 ， 我 们 对 于 区 域 (D) 作 如 下 的 特别 的 假设 ， 那 就 是 它 
或 者 与 公平 面 重合 ,或 者 至 少 具有 则 性 (就 是 讼 每 一 个 连接 这 区 域 中 任意 两 点 的 弹 自 
属于 这 个 区 城 ) 。 

对 于 余 项 的 估计 可 以 进行 如 下 。 

用 如 表示 这 接 < 与 % 两 点 的 直 粮 段 , 用 1 表示 连接 z z ЕВУ, Бф, 最 后 ， 
Ж ln 表示 连接 zw- 5 z, (ИЕШЕ. ВС, ЗЕН ЕВУ lo ls …,1,, 所 粗 成 的 折线 D。 用 
Mnn тк РЗ Со) НИ.) ЕК Жї. 我 们 按照 点 z, 的 指标 减 小 的 方向 来 计 
算 公 式 (257 中 沿 折线 (ZL) 的 积分 。 合 


це |а, —2n | + |En а | ++ Дера 21] 


1) 如 果 变 数 : SAAN :, JERR, BA ЧН” L) ERA LA EREA L, ЕЙ 
地 一 个 落 在 另 一 个 之 上 . 
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G=0,1,-..n—1), 
һ=0, =һ+|]—ж®|, 
00061,3, nt ORRI 2 ВЕ [ 算 作 这 折线 是 沿 着 边界 (了 Lv) 的 ] 
我 们 有 


„ s кю 
камо гае f a den... Í SOD dan], 
o Ya g 


ЖО w 
ae ан fE pemanas |< 
и > | 


о 


fiae раен enam ae 


, 


„+ 
ШЕЛГЕ 
а 


н 


и") 
<м, de, 
<м„]/ 
因此 ， 
Д r Д 
Ж +) 
IR,@y 1м, fae f, ш] ae, 
因为 显然 有 
ҺР аи, +, << < (0<:<я—1), 


所 以 , 如 果 用 t, =0 来 替代 所 有 的 积分 下 限 , 那么 最 后 的 积分 不 会 减 小 , 由 这 就 可 推 
得 


т 


iore Aa 
а, © Mnf a |" ае -f de= Мрт. 


在 这 里 ， 当 所 有 的 点 o z …， z, 重合 时 ， 等 号 就 达到 。 注 意 到 :的 值 , 我 们 最 后 得 
到 ， 


А dezl +s, в) 
其 中 
Sm= [аа + [вое +++ [аа (m=1,2, =), 
用 同样 的 方法 可 以 断定 


1,6 |=] 


РАТ 
í Mana €n) 1 н 
< 
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由 不 等 式 (26) 得 知 ,积分 的 误差 六 小 依赖 于 和 数 s, ЖИ ЖЕЛЕ, 如果 不 花 = 在 某 一 区 
域 (D) 内 如 何 , lim] R, G) |==0, 那 么 丙 数 lz) 在 这 区 域内 可 以 展开 成 一 致 收 化 的 瑶 数 


f= Ўч, == 到 co г] аг Гао, as) 


|; 

例 1。 如 果 和 sm 是 有 界 的 , ЙЕМЕНДЕ; [2-1 — 2 | ko 因而 极限 Ha 2п=2 存在 ;并且 
WREE f(z) 在 以 2 为 中 心 与 RR 为 个 径 的 图 内 是 正则 的 , 那么 f(z) 在 所 脱 的 圆 内 任 一 于 区 域 上 
可 以 展开 成 一 致 收敛 的 瑶 数 (28) 。 

为 简单 起 见 我 们 假定 也 一 0. 

我 们 首先 求证 实 圾 数 (28) 在 图 1z| 入 R (其 中 0<R'<R) Бони, К" 满足 不 等 式 


R'<R"<R. + 
(c) À „= Уа-а. 
2N 我 们 来 选 得 这 样 大 的 N 使 得 
р СЪ"). (29) 
用 МО), VARANS ОЕШ 21 => 上 的 最 大 神 , 我 们 会 有 不 
等 式 
мор MR) D 
m 32 ~ < р» (<р). (30) 


E (28) НАВО N АЈА ЦН О. 对 于 足够 大 的 z(|zn|<R" 井 且 #>N)， 
利用 不 等 式 (30) 我 们 得 到 对 于 这 个 航 数 的 一 般 项 的 估 寻 如 下 : 
ПА (ан) Та) | МСР, |z,|) + ШАС) | < 


<а-М» ей ем Ч —2м + |гм—гм+1|+ ++ [ана ана] "М, 


因为 
la—znl<lzl+lzyl<R'+Py 
#8 


D & |:|=r<R. неча 


4 IOR 
т - 221 hry C-n 
ERARETO): 
I-s ]=R-r 
Ж 32) 。 从 这 等 式 推出 : 
юва) | МОЮ „_ М.Ю 
< дая =a 
А ЖАННЫ tt。 
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Гаа ++ lennil Py 
所 以 最 后 得 
LG) LO EMO, R')-( ten г 


Zai 


根据 (29), 右 端 括号 内 的 分 数 从 某 一 时 起 将 变 得 小 于 К. 135 Е УЕ В |21 Е 
ЗАК. TERET, СОВ) аА h — БИ ТРЕЕ: — МЕНЯ |z| А 内 的 正 
ПЖ. 


7 

рО] 

= 
НЯ, жан Bum óe ft: 

д 7 
РК ФСЕ) 
эшик N, AHR 
<. 
于 是 由 公式 (26), 得 
[RV OL Td MI Царь < 


N 
+2p, 
нан 2P "NSM (eo, К = š 
4 
因为 
二 +2pw 


з 


< 
所 以 
ш) |=0. 
ы 
ЕСН!) 
lim|#,G)|=0. 
al 


于 是 当 та stan O), 可 是 由 于 它 的 两 端 都 是 在 团 |z| СА 内 的 正则 画 数 , 所 以 它 
在 这 整个 图 内 也 成 立 , 


#2. 对 于 图 数 f(z) 一 es 我 科 有 形式 上 的 展开 式 (28): 
exte (а) еа (2) + qe” L (2) +, 
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其 中 各 多 项 式 Ln(z) 由 公式 (2 司 确定 。 为 确定 起 见 , 妓 Осус, 我 们 要 查 明 对 于 点 zn 需要 
再 加 上 怎样 的 限制 , 就 使 得 在 任何 有 限 区 域内 , 一 致 收效 性 成 立 。 


如 果 合 
Tim 2" т, р (31) 
mo п 
那么 有 条件 
rertlC1 RE т<0278-- (32) 
RET. 


事实 上 , 当 |z| CR 时 ,不等式 (26) 具 有 下 面 的 形状 ， 


тут Вью", 
由 (31) 扒 知 , ми REK 
<п(т+), 
‚щш 


1.01 “= 


Генден и 0 (ене оч |". 
е 


Жай. т WAR (32), MAREAREN TR, 因为 在 括号 内 的 数量 当 м 
足够 大 时 小 于 1. 
例 3， 合 f(z)=lg(1+2) 与 24=nnh(h>0), 我 们 有 形式 上 的 阿 倍 尔 航 数 展开 式 ， 
S ym, ni 
18(1+2) сое «ра, (83) 
这 个 极 数 是 否 是 收 伍 的 ?又 是 否 表示 画 数 18(1 十 z)? 
我 们 看 出 , 当 |z| <R i 


= 
(—1)=! (z—nh)=—1 
р> п | 


并且 因为 权限 


Rym 
m|) _ 
mm |1+ 1 


是 有 限 的 , 所 以 在 一 般 项 的 分 母 中 有 ## 的 二 乘 方 就 保 江 了 家 数 在 任何 有 限 区 域内 -- 致 收敛 ， 由 此 
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可 见 ， ЕСН НУ ОЕ — ПУЖЕВИ, ERA, CARRE ARRAN РНЕ +- 
(1+a( 在 单独 一 点 z 一 0 处 等 式 成 立 ): 事 实 上 , 假如 在 某 一 | -区 域内 (33) 的 两 半生 等 ,于 未 这 个 全 
等 式 就 可 以 解析 开拓 到 整个 平面 上 去 , 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 左 端的 18(1 十 z7 有 临界 点 z 一 一 1 . 


62. 与 锥 尔 斯 德 拉 斯 第 一 及 第 二 定理 相对 应 的 两 个 定理 2) 

El. НЛО ЕЯ ЕАН Санаа D ЫЕ 
Ms, ВЕЛИ, риа СО ЖАНРУ ЗИ 
Ж РО, WEEER = Оэ (O LAAS +, 不 各 


If(z)—P(z)|<e (34) 


成 立 。 

T T илїї, 在 区 域 (ID) 上 而 数 有 (可 以 展开 成 一 至 收 做 的 多 项 式 圾 数 。 
定理 2， 如果 f(z) 是 复 变数 < 的 而 数 ,有 周期 37, #ЕНЛЕР КАН 

ал (їй (Г) 与 Cr ЯРУСА А РЕД, ПЕРУН 

25, 第 270 до, WARA СОНМ, ЗАДАННЫЕ НОЕ 4 Tok ТО), 

使得 对 于 并 区 域 CS) = (№ +0) £ ә 上 所 有 的 值 ,不等式 


бд ~ Сто Г. < а (85) 


成 立 。 

жшт, кеэ) ERIK ЗГТ НОЯ ФЛ, 

定理 1 ДЕВИЗ Е ЕН. ВЕС EKR DZ, 我 们 首先 
来 起 明 这 个 定 还 对 于 而 数 


о 
KREEMA, ЭРЕЗЕ ЖЕЙЛИ ТЕК, ЖЕЛЕЗ А С ЗРЕНИЕ, ЕГЕ 
ЖЕНЕВЕ) БЖ ОШ 33) 。 这 时 显然 可 以 指出 一 个 加 局 (7), ПН 
(Буй ЖАШ БЕ НЕ а. AHER 
1 _ l аяса (а 
EC 
Не-а] ра С Ор) 时 一 致 收 化 , 所 以 它 也 在 区 域 ( 万 上 一 致 收 化 。 取 
这 展开 式 的 足够 多 的 项 之 和 , 我 们 就 得 到 所 求 的 多 项 式 PO). 
我 们 注意 ,对 于 更 一 般 形 状 的 画 数 


D EKT (第 81 091512245 Abel 的 著作 ; 双 见 G. H. Halphen, Sur une série d'Abel (Comptes 
Rendus Acad. Sc., 93, 第 1003 ТО. 

2) K. Weierstrass 没有 发现 在 复数 城中 与 其 自己 的 定理 相 类 似 的 定理 。K. Runge AERE Weierstrass 
的 同时 开始 研究 了 这 个 章 题 ， 下 面 所 引 的 定理 1 是 他 所 建立 的 一 些 灶 果 中 的 特别 情形 。 贿 考 Runge[1]。 


+ 
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as А... КҮ А, 
Кә сау (п= 1,2,3, =), 


УГАИ, ле лс ЫШ 
现在 假定 , NA НЕА ORED, роса) WE z£ + Bk 


ГЕ м 34 

的 距离 内 , 所 以 一 样 可 以 求 得 这 样 的 点 5， 使 得 某 一 直线 (Z) 把 它 与 区 域 (站 隔离 开 

来 。 用 一 条 不 与 (DJ) 有 公共 点 的 曲线 (ZL) 把 点 5 СЕК, 设 5 是 它 与 边界 (C) 
的 距离 。 在 曲线 (ZL) 上 来 取 一 列 的 点 

= 5, 6, 


=“, 


使 得 相 邻 的 两 点 阅 的 距离 小 于 5。 把 两 数 Ez 按照 新 变数 


жж, 我 们 得 到 ， 


- 


КЕЛЕСЕ ЖИР a L a D 
bz бя Co) Ca) 


HLA 2515-51065] = 5-69 时 收 化 性 成 立 ， 因 而 ,特别 , 收 化 
性 在 区 域 (万 上 (CRUD 成 立 。 取 最 后 这 个 毅 数 的 足够 多 的 项 , 我 们 就 得 到 有 下 列 
дал Род = p, (iy) KR то, Нем УЧИ =, 


ЧАКЕ o 


MERJE, БАНЕ АШАА {Жш „1ч =O, 1 упр ЕРДЕН 


ABEER, HRADE BIRD) H] жеж. 
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我 们 可 以 看 复 上 面 对 T Mg абай, 用 变数 


的 某 一 个 多 项 式 来 替代 伺 : i BEDO (D) РС 
SAR Р, (ел) 被 新 的 多 项 并 Р, (а) ОКЕ, 井 日 不 等 式 


| PGi) а) 
йу. 


Е тос, зити ДЕЛЬ Р. 1, ) тити ж 


z 


о-в (u) ЕЕ ИЧ 


最 后 , БЇР НИШ 8,0 МСБ) ЖЗ (4) 所 隔 开 ,， 我 们 就 可 以 选 得 这 样 
的 多 项 式 Ро), 使 得 
| 1 
СЕ 


РАНКА (86), (37) 与 (35) 推 得 


-P@|<$. (88) 


= 一 Po) | <e, (895 
现在 来 在 一 下 证 明定 理 1, 我 们 注意 , Bi Са) 238 ЖЕЛЕГЕ D) 的 
内 部 是 正则 的 , 而 的 边界 上 也 是 正则 的 , 因此 可 以 指出 简单 的 于 曲线 С”), 使 


EOM COH LRA FAE Ri: РСЕ ССТБ НРА СС”) 上 都 是 正则 的 。 写 出 
FERA: 


ro- Lf A 
JG) = ER PSSI san (40) 
用 ое Жс ТОЛЕШ СС” ЕИ, 不 难 证 实 , ШЖ 
_ 1 fO 
A= 9, 


在 同一 边界 上 具有 不 依 加 二 z (ШИШИЙ o (9) [如 果 z 落 在 曲 钱 (C). 上 或 其 内 部 ]， 
жЕ, 5 UEI S hi, атина, 


ла L. [LOE 29 
AOA ш ГЕО и и 


所 以 
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LAEI -AE <E 


其 中 1 是 (C) 与 (C) 之 阅 的 距离 ,而 маш Ош (C) 上 的 最 大 模 。 因 为 最 
后 这 个 不 等 式 的 右 端 随 着 5 趋 近 于 零 ， 所 以 它 可 以 用 来 代替 画 数 万 G) 的 连续 模 
916), 

Ж EERS, ЛЕШ СС?) ЕКВ 600,1, т) (bo=5m)， 
使 得 相 邻 的 两 点 癌 的 距离 ó 满足 不 等 式 


0100) 55 


м E], 


а 
Ж АСУ. 

于 是 在 公式 (40) нне 分 可 以 用 形 如 
r дра, 


жт 


的 有 限 和 求 代替 ， MARERE 


LOR _ 1 SL SE KE”, 
E 84 Saa A м <a. <$ н) 


可 是 由 前 所 证 ,和 式 的 每 一 项 在 区 域 (D) 中 可 以 用 多 项 式 玉 天 近 ; 
L ЮМ, роо. 
Я Эт 


Эл 


由 此 推 得 
5% ДЫМ». -ra |< £, (з) 


s= 


其 中 


Ра) = У P.G). 


= 
于 是 由 (40)， (42) 与 (43) 推 得 

18а) РО) |<, 

RINER, ИК f(z) 在 边界 C 上 解析 这 一 要 求 不 是 必要 的 。 只 要 假定 画 数 (z) 

在 区 域 (D) 内 解析 , 在 并 区域 CD) 上 迷 币 就 可 以 了 。 我 们 在 这 里 要 引用 在 这 意义 下 

推广 了 的 定 于 1 的 匡 明 2 但 只 出 芥 最 简单 的 而 同时 又 是 符 别 重要 的 情形 , IAEE 


D ав тараа). 
2) 参考 J. L. Walsh[1], 第 36 и. 
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区 域 (D) 内 存在 著 具 有 这 样 的 性 里 的 点 ， 从 这 点 出 发 所 引出 的 一 切 射线 都 只 与 边界 
《C) 相 交 于 一 点 。 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 这 个 点 是 坐标 原点 。 
变换 (以 原点 为 中 心 的 相似 变换 ) 


1 
2 


把 具有 边界 (C) 的 区 域 (D) 映 射 成 具有 边界 (C,) 的 区 域 (D) TERES туе 
MERD) = (Dn) + (Cp) EAR Eis CER (Dn NEN, MZED) ЕШ. 


所 以 根据 定理 1, 488 EEB RE NO 可 以 选 得 这 样 的 多 项 式 PO), 使 得 在 区 域 (万 ) 
上 我 们 会 有 


|р +)- 25| <. 


Я, изиш ФУ ETE ЛЕС) СНВ, ВИК 

Дол: Ель во, НА FREK поло, ЖЖ 
Mai) Ро] < 
在 (万 ,) 上 成 立 , 它 在 (上 页 加 成 立 。 于 是 由 最 后 两 个 不 等 式 ， n>n 时 ， 我 们 在 
区 域 (D) 上 得 到 
Р) -PW <, 

这 驶 是 所 各 要 汪 明 的 D。 

定理 2 的 证 明 以 定理 1 的 如 下 的 推广 作 基础 。 股 西数 fO) Est COD) 内 正 
则 ,这 个 区 域 是 由 两 条 简 单 半 遇 六 (СО 与 (C) 所 范围 的 ， : 
НАВЕДЕНЕ РА pn teu БАЛЕ 
其 内 部 《图 35); 此 外 , 股 f(z) 也 在 这 些 曲 米 上 正则 。 于 是 ww 
ЛУЖИ = (D) + (Со + (С и 
L sas, 

|fG)—RG@)| <s, 


其 中 
RO= ўы". ых 
ATIE, RETETE ЗА MRA РЕА 20 落 在 简单 并 
Сл) APERI ЗЕ СИНЕ С. H. Мергелян[1]. 
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曲线 (С) 的 内 部 ， dan O SN 由 不 等 式 
Кы? < 

Ло rti жн, Жир Р( Ее, з лыг. жирит 
为 定理 1 [RERE] карыыр, 只 要 把 定理 1 应 用 到 落 在 曲名 (С° 
内 的 区 城 [(C7 是 由 (C7 者 过 映射 Саваи рав Ле) = PY, 的 情形 ОК 
中 e=. 

我 们 现在 把 在 环形 区 域 (D) 上 正则 的 画 数 /(z) 表 成 由 哥 西 积分 分 解 而 成 的 两 个 
积分 之 差 ， 


А fO PAR (9718 
поту. PE- ife OE. 


Аел CD СОЖ АННЕ SCLIN (C в (Сове 
#t, TE CCD M AZE CCo HEPATA HELTE R f(z) 在 这 样 作成 的 扩大 区 域内 不 再 是 正 出 
的 ], 然 后 用 积分 的 近似 和 素 代 替 积 分 ,我们 看 出 , REE ССО 所 到 的 第 一 个 积分 像 以 
前 一 样 林 以 用 变数 = 的 某 一 多 项 趟 PORE EFH C 所 取 的 第 一 个 积分 ， 
АННЕ, 它 可 用 变数 二 的 某 一 多 项 式 Q( 水 通 近 ， + 


Pæ +Q (1) =, 


我 们 就 得 到 所 求 的 有 理 夯 数 。 
АНАЕВ E FE 2, 现在 只 要 再 采取 一 个 步 又 就 够 了 , 那 就 是 : 利用 变数 代 换 
Z= 
我 们 把 z ИЕ УЖЕ РА ЖЕНИ Су) 与 (rs) 中 间 的 带 形 区 起 (CA) 映 射 成 2 平面 上 
KATA А PA h E СС) 与 (Ca) 中 间 的 环形 区 域 (D) 。 画 数 


Fa (52) 


在 区 域 (D) 中 (包括 它 的 边界 在 内 ) 是 单 值 正 则 的 ， 因 而 可 以 找到 这 伴 的 育 理 夯 数 
RG), 它 的 形状 是 


RG)= > 2", 
使 得 在 区 域 (D) 中 ， 
иа) пор] 
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HETI Я, 在 区 域 (A) 中 (包括 边界 在 内 ), 不 等 式 
1509 - TG) |<: (45) 


成 立 ,其 中 


РА 
Т@у=К(её©) = У се" 


是 去 角 多 项 式 。 
63. 在 复数 区 域 中 的 平方 通 近 法 。 齐 各 多 项 式 与 加 列 曼 多 项 式 ” 设 在 复数 平面 
中 和 给 定 了 彼此 不 同 的 一 些 点 
z G=0,1,2,...,m); 
此 外 , 设 青 答 定 了 某 些 复数 
ш; 0=0,1,9,.+,т), 
试 选择 一 个 # 式 nm) 多项式 P(z), 使 它 把 和 数 


E=} I PGD -wl (46) 
ГЕЈ 


变 成 概 小 。 这 个 问题 症 在 第 29 节 中 所 考虑 过 的 更 题 的 自然 推广 ， 如 果 合 


Ршу= с”  G.=&+i, an 


其 中 c, ЖЕЖ ГИК, EZ RIS HISERQ. С D ERE С, 5 су 00 KRR 
数 c,@=0 1 т) ЗБУ АНИ С Р, ЗК РВС В REIRE 
项 式 , 所 以 最 小 值 必然 存在 , 并且. 它 可 利用 方程 组 
0 > 0 ФЭ 
ос, 


‚ = O=O hn) o9 


的 解 去 求 得 。 另 一 方面 , 我们 注意 ,和 数学 可 写成 下 列 形状 
x= > СРС) -w JLP) —шу], 
зона нке дый а, Н, ЖЕ 
Р@ар= rs C =e, 
НЫЕ, WERP и = ХОГ Бади Ил Z= X— iY 的 其 一 
次 数 F(Z,Z) 的 最 小 值 , 那么 景 小 值 的 条 件 
oF 


99 ӘР =0 


296 ЕЕ ЕЖЕ ЕЕ 


与 下 面 的 条 件 是 等 价 的 ， 
oF _ дЕ _ 
35 =o, ==. 
这 可 由 
дЕ _ ФР. дЕ ФЕ (ӘБ aF 
oX 97 97 1092 Z 
推出 来 。 所 以 方程 组 (48) 可 以 这 样 来 代 蔡 : 
Е. 95 0 000,1, п), (49) 
de, дс, 
因为 
-Ëo -aw Егора, 
id Ja 
nanara 
УР ;= j? y £ Р(х); = Eog. (=0,1,...;п). (50) 


jmo Er 


ОВЕН ЗЫ, Др наво — ANET i, — СЗЗ НСАУ ИГИЛ Ө ДЕН, 
也 就 是 其 中 任 一 个 是 另 一 个 的 推 葵 。 所 以 只 要 对 于 с, 来 解 方程 粗 


Š roz- = @®=0,1,.,л), (51) 
= 
或 者 合 
=ef] оез), hw б=бу1, n), 
jat 7 
来 解 方 程 组 ， 
Xh, =k, (q=0,1,...,n), (89) 
p=. 
必须 查 明 , 方程 组 的 行列 式 
ha Вы е hon 
H =| buo hu М» 
ч 


Аһ 
ESAF. RINER 


Ф 
Н.а DTD Wet =t) 13, (83) 
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其 中 人 表示 房 德 闫 行列 式 ， 而 在 求 和 时 5 中 的 每 个 数 都 要 取 到 一 切 值 ms "°, 
zm。 像 在 第 29 节 中 一 样 , 这 是 可 以 逮 明 的 , 只 要 我 们 写 出 
ПИС, bs = Р, Coes СИ, Bb) = 
= чю р» Еу, 


RAER 2/6)=0,1,--,т) 中 没有 同样 的 , 并且 因为 mn, 所 以 在 公式 (53) 右 端的 
各 个 行列 式 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 因而 有 Hn+1>0。 
Эё G9) 与 (477 消去 cv, 我们 得 到 ， 

0 1 z =m | | ho = 
А ho hu han | ,| ho ha - 
h ho ha = hs . 
А, hno bin е un | | Баћа his 
如 果 数 шу IEE DETE w= / (在 点 z 水 的 值 , 那么 和 数 (46) 具有 以 下 形 


Р,00=- | м) 


状 
2-Х Pep уар, б) 
名 


作为 这 个 和 的 自然 的 推广 ,我 们 可 以 引进 积分 来 代替 它 。 通 画 数 f(z) 是 在 某 一 
PORCD) РАНЕ, 此 外 砷 侦 某 一 不 取 负 值 的 实 画 数 (微分 权 ) p Са, у) 在 这 区 域 的 色 
个 点 z=z+ 记 处 是 确定 的 。 可 以 提出 关于 寻找 已 知 次 数 的 一 个 多 项 式 PCz), Bikat 
布 在 区 域 (D) 上 的 二 重 积分 

1= f J n! PGD — f G |: p(z, y)dz dy (80) 
成 为 最 小 的 问题 。 

因为 可 以 设想 “ 权 "”p(z,y) 不 仅 是 治 双 区 域 (D) 分 布 的 ， 而且 也 集中 在 某 些 曲 线 
-上 或 某 些 点 上 ， 所 以 引用 斯 提 叶 斯 积分 来 代替 普通 的 积分 是 适当 的 ， 这 时 用 积分 权 
роу КЕН Ы A y). ВАО) 是 任意 区 域 (0) 的 一 个 不 取 负 值 的 画 数 ， 
(人 是 区 域 (D) 的 部 分 , 除 此 以 外 , Co) 还 具备 可 加 性 

PEN (а) +000"), 
RIER CON (08818 T. DOH ЯГА, ИК Со) 可 照常 例 正规 化 , 使 
得 
У =1, 
Я ИН off ИГЕП, 
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I= Ј, IPO —f(z) афер, 
或 者 | 
I= J, LPO- Ge PG) -7 004900). 
像 在 前 面 的 间 题 中 一 样 , 我 们 得 到 方程 租 
= | „ГР раар (оу =0, 


也 就 是 
人 Po аро) = | „лота (0,1,6), 
ХРЕН ЕТЕ s 
Јога) (,4=0,1, л), 
ты Р =0,1..... 
ьар) 00,1, нью 
之 下 还 可 化 为 下 列 形状 ; 
Xh, =k (9=0,1, т) 
= 
行列 式 
MEER 


ту 


(58) 


(59) 


(60) 


1 1 к 
нау] Í Јо to apaepaocy--490,) (D 


AREFE. 由 此 可 见 , ЖЕННИ ЭРЕП) £ UÑ P(z) 存 在 这 个 多 项 式 是 哈 一 . 
的 , 并 且 具 有 (54) 的 形状 所 不 同 的 是 hoo -5 k, 现在 具有 由 公式 (59) 与 (60) 所 表明 


的 值 。 


假若 我 们 要 推广 前 面 的 间 题 , 要 把 积分 (57) 变 为 最 小 , 可 是 把 PG) 理解 为 “ 广 


义 "多 项 式 
PG) = ар: (=) Hapal) + + angn (=), 


Жон Ф, (е) 01,2, … 门 是 在 (D) 中 正则 的 画 数 , 井 且 成 一 线性 乱 关 的 画 数 系 , 那 末 


D RORAIMA, 但 在 这 里 积 分 是 一 重 的 . 
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我 们 就 会 重新 得 到 公式 (53), 其 中 hs， 与 的 值 由 等 式 
һа] рота, (вз) 


һ=] „©, добо) 63> 
输出 ,而 对 应 于 方程 组 的 行列 式 H,., 由 于 有 下 面 的 关系 
н.а ctor fo ВОС 
而 不 为 各, 产生 DG, ga s ДАТ 19 有 有 [公式 C115)] 中 同样 的 值 。 
像 在 实数 城中 一 样 ,逼近 的 问题 可 以 特别 简化 , tu p, (z) 在 区 域 (D) 中 构成 关 
于 权 y(o) 的 正 交 夭 , 也 就 是 只 要 等 式 
_ 60, ржа 
hs t 当 p=g 
成 立 ,这 就 是 设 , 在 这 情况 下 ,多项式 了 (=) 具 有 下 面 的 形状 : 


Pæ) = Dk.9, 2), 


be 


(p49=0,1, =) кш 


IER k, 由 等 式 (63) 价 定 。 
MERRER 9,,(z)(m=1,2, …) 不 是 正 交 系 ,那么 引进 新 画 数 


@, (z) (m=1,2,. ) 
可 以 把 它 正 交 化 , ПАЧ 6m) 是 由 下 面 的 公式 定义 的 
h. ha 
Я ha ħa 
m) =——— 
z) Y EE ， 


Ра Рая "Рана 


Hn 
事实 上 , 9 m<n 时 , 显然 
hn Ж 
А Һа ЧЫН Вии еа 


Фи (=) PE) Pal) 
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ш 
[ „2„©?„Ф4е‹пу=о, 
а 
Hi Bf B. 
Jot Two =0, fu еда. 
BHH, M НУ 表示 行列 式 H, h T hy ЖИКС F R H E ЖО, =, 5 Hip 
=H, 我 们 得 到 ， 
мом Е, 
А ава аа | E E 
ф,(®) pal2) opalz) | | pG) ФС) "Ф, G) 
=f Ena Ўн = 
CD im Fa 
=È È He? utu = H$ H, = Hn- Hn 
== 
因而 
f. Ф, (2) Dn dY) =1, 
а 


ШЕН / Ge) ЕА СО) на Б (9) за ГЕАГР. 首先 作出 次 数 相 
ЖЕЛИТЕ £ ЛОХ Ж 
©, (=) (в=0,1,2,...), 
它们 具备 如 下 的 性 质 : 


КЕС о, м; 
Јово =} Aik G,k=0,1, =), 


u 当 i=k 
然后 作出 已 给 西数 用 %) 的 在 方 通 近 的 次 多 项 式 РС), 它 可 取 作 展开 式 


F~ Ў, (65) 


СЕЧИ 
t =f SOTTO 
mii, 


P.G) = У, G). (66) 


Еч 
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多 项 式 86,(z) 可 表 成 显示 式 如 下 : 


| “р (вт) 


яя 
ый изв жа | 
1 z m | 
Hs,n= (m=0,1, =), 


ЗЕНА». 由 公式 (59) 决 定 。 


多 项 式 bw(z) 在 区 域 (D) 中 关于 权 小 (0) 因为 是 正规 的 ， 并 且 具 有 正 的 最 高 次 项 
系数 , 它 与 使 积分 


ГА) Pz) dy(o) 


成 为 最 小 什 的 多 项 式 
Рад =" +... 
只 不 过 相差 一 常数 因子 。 
近似 等 式 
лао Ўьо a) 
EDB i 25k; 


в =] p OLO- Ўы" 


= 


ЖЕНЕ. Е / (z) 在 区 域 (D) 中 (包括 它 的 边界 在 内 ) 正 则 ,那么 像 在 实数 域 中 的 
情形 一 样 , 根据 第 62 节 中 定理 1 игр, 单调 不 增 数列 н, 当 靖 无 限 增 大 时 趋 近 
FẸ: 
u=limu,=0, 
nae 
татли, 


Хото Ў f, rosae. (68) 
Кышны жылы. Ды ы RE 


D 区 城 (D) 仿 外 为 有 限 的 
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重演 一 下 在 第 32 Arhi Arab РЗС ОАЕ НЕ 
系 式 的 推演 ， 间 襄 明 不 能 作出 推广 来 的 困难 是 什么 。 

虽然 如 此 ， 但 是 与 第 32 节 中 就 实数 域 情形 证 明 
了 的 情形 类 似 , 不 难 发 现 多 项 式 O, G) ПЕНИ 
HR LRRD, O лыш. 
жка. 

这 时 所 谓 包含 区 域 (D) 的 最 小 西 形 区 域 是 指 由 
下 述 这 种 点 组成 的 点 集合 ， 不 渝 它们 属于 区 域 (D) 
与 否 ， 但 具有 这 样 的 性 凌 , 即 从 Е, НЕ п(36). 

А 


AEk, BURLAR Ф„(т) WE. O y п—1 次 多 项 式 , 因而 等 式 


ОЕ “СО ао =o 
必须 成 立 , 或 者 写成 另外 一 种 样子 ， 


|2 аа 
6-0-2. ioo, 


但 由 此 推 得 : 


= D |р со: |2 | 
ЕЗ ю/„|% 2 |. 
KURRAI Г, С 是 图 形 (D) 的 重心 , 如 果 用 关系 式 
HOLS 


0 Гао 


来 取 作 它 的 密度 的 话 ， 其 中 | | 0 这 样 就 征明 了 所 作 的 电导 。 


男 到 复数 区 域 中 特殊 的 正 交 多 项 式 系 ,我 们 特别 注意 其 中 如 下 的 两 类 。 
T。 权 是 治 (有 限 的 ) 区 域 (D) 均 和 分 布 的 ,并 且 由 公式 
#@=//. dray 
Бйр, ШО Y COEF (УШИ „>Н Fax МИ МЕНИ BIRO, C) 中 做 加 列 最 多 项 
ОНИ телек дЫ, 


ff рам а, . (69) 


П, PAR CD) A a fi XAT 3R K i ECCA AH HER E BENSE ӨЗИ, 
D T. Сайепал[1]. ЛУ T. WART, S. RARR ERASERS S Водар. 


Gk=0, 1,2,.) 
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对 寺 这 种 权 所 作出 的 多 项 式 O, (z) 时 做 齐 各 多 项 式 D3 它 何 满足 条 件 。 
i Е I 
Доре’ ш, Ф950), GO 


Жн ds Фото (С) 2638, 
91. 就 按 最 小 二 乘法 作 一 次 多 项 式 РЕВ РЕНИ, 
z=—1+i, % 1ti —1, 0, 1, -l-i —# 1-5 
w= 0 1 0, 1 0,1, о о. 
显然， 


w= i=% = s= ho= У) 0. һа 219, 
ка, k= 0 


所 以 
ега ро д 
Pay=—_ hi т Е © Ме 
#2. BEDEN LLARA. RATE CORAS AS: 
- „(= _ М pq, 
| те=\,аз=\, о-ва и 
因而 由 公式 (67) 查 : 
н, =@т)", 
РА 
2-7 
НИНЕ ИЕН 
19-2,  ] 
= 
其 中 
Долота 
ҮН Ж 灰 z) 假 定 在 圆 (C) 中 是 正则 的 , 因而 也 在 它 里 面 可 展开 成 泰 乐 极 数 ， 
М _/ о). 
fa) Хе сн EO., 
由 此 可 网 ， 


k. =o стена d вы z 


2) G. Szegö [2]. 
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于 是 平方 温 近 展 开 式 (71) 与 在 点 z 一 0 近邻 的 泰 乐 展开 式 相同 . 


至 于 巴塞 代 公 式 , 则 它 有 下 面 的 形状 : 
ора ер. 
905. ИА 121-19 856. 
在 这 情况 下 
0°, 
ha =| \„#зе4к4›=\, V eo шш ы 
“ит” 


因而 
(п=0,1,9, =). 


像 在 前 例 中 一 样 ,展开 式 (65) 有 下 列 形 状 : 
~ >: ст", 
"2 


Зи. 
кж ананан 
nD les | 
\ К По акау р. 
mÁ. 路 (D) 是 正方 形 
кк, -1l<y<+l 
RAFAL. 
АЕ 
ња 202405 
И 37) 。 拆 开 来 ,我 们 得 到 
ha = е ааб | с (Da dx+ 


3 254, 
є p=q=m 


ажаан с—1+гуу)е—1—4у)вйу-= 


=2 ада онаа, 
ita, 


°, = э—азы, 
| 


B| +D яГо -]ал, pg 0) 
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特别 , 4 ha =8h ра, 我 们 得 到 关于 数 И ра ВУЗЕ: 


所 以 
ое = 
о-в, ФФУ, 
等 等 
95. 醋 训 同一 个 正方 形 来 计算 加 列 蜗 多 项 式 。 
这 时 
hanhi, {ахау (ноа хау, 
或 者 


| o 当 раар, 
Пра 


特别 , 分 ра 400 ro, 我 们 得 到 关于 数 h'a 的 表 : 


15 
02 0 о о 
оо Ж о о 
ооо о 
-50 0 о - 


所 以 


ар рог Гас) ]а кау, H p-q=4k  (k=0,1,2 1). 
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Фо. OB Фо 
Ф0)=1 NETA no-i Eth 
等 等 . 

在 计算 已 知 单 连 通 区 域 变 成 贺 域 的 保 角 映射 时 , 加 列 量 多 项 式 与 齐 各 和 多项式 的 实际 应 用 值得 
注意 . 映射 画 数 可 以 很 简单 地 用 所 设 的 多 项 式 来 表达 , 如 果 注 意 到 在 复数 平面 中 所 取 的 其 些 实 积 
分 被 这 个 画 数 化 为 最 小 D， 

ЭРЕЗЕ z ВИК 7) 也 可 得 到 类 似 的 灶 果 。 珊 这 伴 的 一 个 画 数 在 其 一 
周期 性 的 区 域 (A) 内 (图 25, 第 270 TO SIERI, HER WCO) (A) 的 子 区 域 上 的 可 加 
及 非 负面 数 ,我 们 算 作 (бузы Б. + 

š 
T= Ў е, 
于 是 使 积分 2; 
: =f fT вар аз) 
JR ЛЫШЫ ЕЕЗ СУР ЭЗЕ СО) ПЕ ЖЕ LIRR: 
[oD dy = si 
НЕНИЯ 

тб) =1, тб) е, 0) е8, феи, фт) = 
竺 等 出 小 ,并 且 要 求 在 多 项 式 Ф,, (е) ЧЛЕНА ете 的 条 数 为 正 ,而 含 e-we_ 项 不 
出 现 ， 又 在 多 项 式 O, СОЧ те "и 一 项 的 系数 为 正 ， 如 果 这 种 要 求 不 被 满足 ， 划 
Dar 42) 应 该 用 第 三 章 中 具有 形状 (133) 的 多 项 式 Фе) 5 ORE) ЖЫ 
Ж, Жер}, 是 任意 的 复数 。 
然后 得 到 形式 的 展开 式 

аА DL Asn аа + А „Ф,„ (у, G) 
其 中 ГНА 
an= оар), 
ЖЕЛЕНИН COD айа НЕ, АГУ: 


am 3 TG je 
MO >| AE 


D KFARA DA FENH: Л. В. Канторович и B. И. Крылов «Методы npu- 
ближенного решения уравнений в частных производных", гл. V, OHTH, 1936. 
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展开 式 (73) 的 平方 收敛 性 由 第 62 节 中 定理 2 可 推 得 . 
96. 区 域 (A) 是 夹 在 两 条 直 畦 之 闻 的 带 形 
—n<y<+n ">0, 
权 是 在 这 带 形 上 均匀 分 布 的 。 应 融 变 成 福 小 的 积分 具有 如 下 的 形状 


тлото) Вахау. 


РУНО ТВАЕ HI: 
=} ERT 4 a, Sa em n 
аон oO = =. Утыр On SE. Ja 
@m=1,9,-3. 
йй, 
+ 
го Y һеч, 
= 
其 中 
= | 
у Oemiadzdy. G) 


ЭРЫ (2) e CAD ЛИЗУ ЬЕ 因而 它 可 展开 成 传 立 叶 才 数 ， 
+ 
= Уон", cm= день 
= 


代入 (75) 中 ,得 到 等 式 加 一 cm ЗАЯВЛЯЛ НЫНЕ. 

97. 区 域 (A) 是 网 一 个 带 形 —п<у< +1020), 可 是 权 集中 在 它 的 边界 站 粮 y= 土 nN 上 
并 且 是 均匀 地 分 布 着 的 。 

积分 了 具有 如 下 的 形状 : 


I= {ал аар Тибар) 12+ 1 Се) Сз) ах. 
HARIAS: 


ыык PRES Ona) 
2 mcha 2yr hm) 


(и=12,--.). 


Gu(z) 一 了 Фи (2) = 


ЗАРА ГЕ 
У е, 
= 
其 中 


k,= Грета +f(x—in) ein(tin) 14х, 


жели 


308 ЕЕЕ ЕЕ. К] 


这 时 也 与 傅立叶 展开 式 相同 . 

64. 在 复数 区 域 中 平方 通 近 的 妆 笋 性 ”在 复数 区 域 中 已 知 画 数 用 平方 逼近 法 求 
出 的 多 项 式 的 收敛 性 问题 ， 在 一 定 的 意义 下 比 在 实数 域 中 相当 的 间 题 更 容易 解决 。 
这 是 由 于 丽 数 的 解析 性 质 所 致 . 

我 们 在 这 里 只 喝 到 傅立叶 圾 数 以 及 按 齐 各 多 项 式 或 加 列 曼 多 项 式 的 展开 式 。 

элп a Олар 
¿ в<%@)<# 
ШЖ ЛЫ 

Дә + > (c, nta ein 


在 这 带 形 中 是 收 化 的 ,并且 在 任何 内 带 形 
а+д<$(ш<В—д (>0) (16) 
пч воси. 
事实 上 ,只 要 作 代 换 =Z。 画 数 
s= /(š lgZ) 
ДЕНЕ e°? < |Z| <e"< 内 是 单 值 且 正则 的 , 因而 在 这 加 环 内 可 以 展开 成 罗盘 级 数 


FD =a + Ў "е," 


x 


$ R etch E EAN PS А 
е 21е (>0) 
中 是 一 致 的 。 由 此 推 得 我 们 的 断言 。 
Ир ВНЗ лелин, НЫ 


fG)— + Ў, ба, eosnz+b, sinna) 


рее mm= 二 大 focosmds =i Пошта] 
кт є * 


+f: 
НИНЕ ла тн ЕА 
Е ВО На 

回 到 按 齐 各 多 项 式 或 加 列 曼 多 项 式 所 展开 的 式 子 的 收 全 性 间 题 上 ， 我 们 预先 责 
指出 解析 画 数 所 满足 的 一 些 不 等 式 。 

假定 复 变数 z 的 画 数 下 (z) 在 简单 于 有 曲 如 (T) 所 包 图 的 区 域 (D) 内 以 及 在 边界 (1") 
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本 身上 是 正 划 的 。 设 z 位 于 (7) 的 内 部 或 (7) 上 ; 设 (C) 
是 某 一 条 包围 着 (7 的 曲 缆 , ЖЕ СС) 的 内 部 和 (C) ЬЕ, 
To) 仍 然 是 正则 的 , Н 5 表示 曲线 (7) 与 4C) 之 玉 的 
距离 (图 38) 。 于 是 由 哥 西 积分 


Ж FOJ 
Кой =. «› =z 


推出 不 等 式 
ПР] ЕЕ. 4 < ау] FO as on 


其 中 Каина asya ГЗК 
Ја Ef EOF d», 
BARER (ТТ) ЗН, 
УТ] рга. ств) 
特别 ,如果 取 以 = 为 中 心 与 p АВО ОЭСР), Ж 2. ARES (ТВ) 49, 
ПР] еза), 

EHK TRD p, HEA o MOR O KRA, RSN: 

э И 


Irol d h, FOF dedy, 


其 中 二 重 积分 是 展 布 在 圆 ()) 上 的 。 如 果 我 们 股 z 位 于 区 域 (D) 内 ， 那 么 不 等 式 的 右 
端 当 积 分 展 布 在 整个 区 域 (D) 上 时 显然 只 能 增 大 , 这 是 因为 居 (y) 整 个 地 洲 在 (D) 内 
的 缘故 。 于 是 


或 者 


r@S [f ШЕФ дед, аз) 


作出 了 不 等 式 (78) 与 (79) 后 ， 我 们 转 到 着 重 科 论 的 间 题 上 。 这 时 我 们 只 计 论 齐 
各 与 加 列 曼 型 的 展开 式 的 一 些 特别 情形 , 路 之 者 去 辨 妥 它们 可 能 推广 到 什么 程度 。 


用 fn(%) 表 示 在 两 种 情况 下 的 次 还 近 多 项 式 ,我 们 把 不 等 式 (78) 与 (79) 应 用 到 
D ан АРЕН. 
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Е) = f,G)— РО) 
E, FERA: 在 第 一 种 情况 下 


[ORO | лл лга» 

而 在 第 二 种 情况 -F， 

м =, ff O-O dedy, GD 
在 不 等 式 (80) 与 (%1) 的 有 端 我 们 恰好 看 到 这 样 的 积分 ,在 所 有 的 次 多 项 式 中 ,f(z) 
使 这 积分 取 极 小 值 。 现 在 引证 第 62 节 中 对 于 复数 区 域 的 定理 1, 我 们 知道 ， 对 于 某 
KLAR Pu(z), ЗЕВС | P, z) 一 f(z)| 的 上 界 可 以 使 之 任意 小 ;于 是 积分 

Јела 与 Ју An. ага 
也 可 以 使 之 任意 小 , I AERE (80) 与 (SD 右 端 的 积分 也 更 加 可 以 使 之 任意 小 。 
于 是 最 后 推 得 , 当 产 足够 大 时 , 不 等 式 
-SOIE 

对 于 区 域 (D) 中 一 切 的 z 一 致 地 成 立 。 

由 此 可 内 ,如果 岁数 了 (2) 在 区 域 向 以 及 它 的 边界 (C) 上 是 正则 的 ?, 那么 f(z) 的 
ВР СКВО, ЗЕЕ (С) 内 的 任何 
MERON E НАНСИ. 

85. 在 复数 区 域 中 插 补 法 的 一 般 概要 “我们 用 ULEI Cn= 0,1 n) e-e 
ЖӨБ EIN ВО. 这 些 表 达 式 关于 函数 F (е) MLE, HM UL] 
KFP (E) MEAE BEREE, 我们 型 解 为 , 尘 于 任意 两 个 常数 名 ,下 面 的 锋 式 成 立 : 

быв = + СКД. 

于 是 UL 可 以 了 解 为 形 如 也 4jP(ai) 的 和 (4, 5 a, 是 复数 ), 也 可 以 了 解 为 不 
同 种 类 的 积分 记号 。 写 成 

UEFI- Јр з) 
是 恰当 的 , Янев fF OWO HRAN” TRIDH а, (г А, е0), 
或 点 ao2( 当 472 兰 0)， 依 这 里 所 指 是 形 如 УА (арж ДЕШ У ALP (at) 


D 不 难 了 解 ,在 边界 CC) -上 的 正则 性 可 以 用 在 则 区域 ( 历 = (D) + (C) E eitt atv. 
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的 和 而 定 ; 一 般 地 说 ,如 果 这 里 所 指 的 是 在 某 种 意义 下 的 积分 , BEA T ЕЭО 
是 画 数 也 (L) 在 其 邻 域 内 不 是 常数 的 那 种 点 。 
我 们 同样 规定 记号 ， 


ор)  (n=0,1, =), өз) 
假定 行列 式 
UL [з] 01] | 
м. 207 UEI = Я | аб 


u 2-7 1 U, TOR деј ы 
RAR, 我 们 可 以 唯一 地 解决 下 面 的 问题 . 
个 次 多 项 式 Pn(f,z) 三 P,(z) 使 
UnLP,]= ULf] (m=0, 1, --. (85) 
Жер GO 3 Ey Ani Е САЛ 
R, да To- Р„(/,=) 


Р„(/,жуж=с+с&+ Heuz", 
我 们 就 得 到 +1 个 方程 的 组 
e U,[1]+a я + +c, О," = 0,7) (m=0,1,---, n), 

由 于 У, м0, 这 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 . 

анараа 内 是 正则 的 , Ие TRAER а, 0) On = 

тот J Af BU h —Ш ЖАШИК) ХНА Ene 
于 是 ,所 求 的 多 项 式 P (f,z) ARRA R, C, z) Ри. 
实际 上 ,考虑 积分 


А„@ у б — 
so /PEE we, ap ар, 
o Гед, сараар En) 


о, а, (89 


其 中 已 全 
Ави Иез 
Wao р, ВЕТА 
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Tj (C) е R СО) НЕЕ: En ВЕ. 
RER „САН РИКИ І 50, А 
I. О, =0 (0<m<n), 
事实 上 , 注意 (第 了 节 ) 
WQ br) An 36) = УФ bn 2), 
我 们 得 到 


0,3,0) єр, дао = 
WG „© Бл 

Jo /ie Re re ONO AE 
Jwe- es EAE) dy Ct) 


ARER (n + АЮ, 因为 它 不 是 别 的 , 而 是 行列 式 У. 
可 以 把 分 子 中 的 (n+2) 重 积分 表 成 下 面 的 (n+2) 阶 行列 式 的 形状 , 就 是 在 行列 
R W(bo,…,5m2) 的 每 行 中 各 分 配 以 二 项 型 因子 与 积分 符号 ， 


"эш ecy 


40,02) dbn) ] 2 dym(z) 
tz 5 一 > -=z 
СОЛ) f 4%) ] нар 
= ta 7-6 


45 дм ыа 
J Је Шы 


ER ри Ва =, йлы 
РУКА ЯР, Неве ЖИНАЙ. 
LERS OD- DEn KERR, 
ЖРЕТ ОКН, АЛЕН АЗЕ 
fo- | LOE 


Tajo б-а 
MKPR (86), RIRH бе) —J, sia 
A, < = „235,9 Wo 
о 六 


P anD а), 
——— dt, (86) 


za 


J- Jo Wens e E DAME dtn ©, 
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жилик 7359 а H n KLR, MAA FARE Ан 
同样 是 正确 的 。 

由 于 我 们 所 考虑 的 天 是 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 是 预先 知道 的 ， 所 以 从 性 质 工 与 
工 立 即 推 知 积分 J。( 太 不 是 别 的 ， 正 是 祭 项 (万 裤 ， 震 且 所 求 的 多 项 式 由 积分 
NRR. 

91. = 

Um[F]=F (am) (0<m<n), 

并 且 假定 在 点 ан 中 溉 有 彼此 相同 的 。 我 们 称 这 最 简单 的 熟悉 情形 为 牛 赂 的 ( 广 . онин. 于 是 
Va КИЯТ УЗ И Сао, san). EFRA, 则 在 按 公式 (86) 来 计算 它 时 ， 只 要 对 于 人 i 
积分 把 积分 下 的 夯 数 换 为 它 在 点 a; 处 的 值 ; 因此 , 拔 简 化 后 ,我 们 得 到 表达 式 


thor OLQA а `А„(аук= А„(г; a), 


这 是 以 前 [第 58 30, AR IERES 6 AR. 


912. 下 面 的 断 攻 (是 在 第 277 PERTAIN W itki”) ИРЕ ЕЖЕНИН ЕЮ 
明 的 上 应用. 


说 泛 档 数 序列 {Un[ DIA KERE N RER Cos … (и 是 集合 En 中 怎样 的 点 , 对 于 任何 点 2 
极限 


UW=limy AnG (220 (87) 


存在 , 井 且 这 极限 关系 的 收 化 性 对 于 任何 有 限 区 域 是 一 致 的 . 
如 果 : 


1°. AM z BFR- CONAR CA AK, MIRER CAP, R UG) <a 成 
УЕ, МИНИН (С) ERRU Со) 28 RI R a <B 
27, 存在 着 这 伴 一 个 正 的 常数 EFN, RE 
ео, avo el < 
«к | рио сао арс] өз) 
成 立 D)， 那 么 插 补 过 程 对 于 区 域 (A) 中 一 切 值 z 一致 收 化 . 
实际 上 , 在 条 件 EC 之 下 ,下面 的 余 项 估计 式 成 立 ， 


IRDA] vot J ZEB lro- эю ео фиш, 
"О тоз а |\-{”%-›ш‹ь@ә-4ь„‹ | 


D гэ Је ав, ч [Р@Ф4е У асада тн У а FG: SEO 
= SEO иштїї? ЈР ос 1. 
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+e» 1 ую 
«о Коране. 


要 求 是 可 以 实 现 的 ,例如 如果 整个 点 集 豆沙 在 某 一 加 |z 一 ao| <Р» 内 ,并 且 {au} 是 请 中 
第 到 节 中 条 件 的 牛顿 揪 补 革 点 序列 ,而 数 P, BUREE SER, E RENSE BT PESEN U (2) 
与 第 59 节 中 由 条 件 (11) 所 定义 的 同名 的 画 数 无 薛 区 别 . 
至 于 要 求 2?, 则 在 下 面 所 指出 的 一 个 补充 的 (充分 ) 条 件 成 立时 , 它 也 被 满足 ， 只 要 数 Pn 减 小 
得 足够 快 就 可 以 了 . 事 卖 上 ， 本 (Co … Zn) 的 主要 部 分 当 n—oo 时 等 于 Was s бн) (550), 因而 
积分 
о, Со Парос Тарн 


” | f[M ossen doo) ар | 
之 比 的 极限 等 于 积分 
{ао оар вот 与 |. арена | (89) 
Zk. 
我 们 约定 称 泛 醒 数 U[F] 是 下 的 ,如果 它 具 有 下 形 
У аад, 
其 中 
аю (аро) 
жж I 
{Роа 
其中 


oO>0 (ырдо); 
在 这 种 情形 下 ;在 Е LARES РОО , 推 得 不 等 式 
ўе Olayd1>o. 
ЖЖ Um [E] (MSO) леин. Зра А Ве, (89) HPR 
HKE 1090838 玉 的 条 件 2 йиз. i 
以 上 所 鹏 过 的 竺 果 可 以 简短 地 作 -一 总 圭 : 适合 第 59 节 中 当 3#-+co 时 的 收敛 条 件 的 插 补 过 程 
Prlam=flam) — (Отт) 90) 
ЗОНЕ а", 至少 在 О „РАВЕН ан (m=0,1,9, ВЗВОДА ЕВА 
时 ,条 件 (10) 可 以 用 更 一 般 的 条 件 
U,[P,1=U,[f) (O<m<n) 


Нва iE, 
66. 在 复数 区 域 中 画 数 的 最 好 通过 法 “假定 我 们 希望 在 权 DTF, Hak 
多 项 式 Pke) 一 致 地 霸 且 "最 好 地 "来 省 一 个 在 某 一 闭 区 域 CD) 中 ВЕНЕВ 
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ЖБК а= tiy ВИК Л), 其 中 g(x,y) ЛЕРА (Ч В УВЕРЕН TER 
ХВ ВНИИ ЖЕ, 就 是 我 们 要 使 表达 式 . 
A=max (2,5) | PG) —fG)| on, 
成 为 标 小 。 在 这 里 PGD 可 以 是 通常 的 或 者 是 三 角 的 多 项 式 ， 其 至 是 推广 了 的 多 项 
式 , 就 是 脱 它 具有 下 列 形状 
PG)= оюк. 
= 

ЗЕ G=0, L, ет) BAER D) + НЕВЕ ЕЛЕ КЕК, RIP БЕ E 
PED) ЗВЕНЕ НЕЕ. 

在 这 些 很 一 般 的 先决 条 件 下, 解 的 存在 可 用 对 实数 域 用 过 的 同样 方法 (参考 第 47 
ЧУЖИЕ. ETIENNE, 在 一 般 情况 下, 这 是 不 正确 的 ;可 是 在 通常 多 项 式 的 
情形 下 这 旺 正确 的 (我们 在 下 面 会 看 到 这 一 点 )。 

我 们 注意 ,如 果 P(z) 是 广义 的 多 项 式 , 那么 可 以 不 引进 权 的 因子 (л, у) 而 算 作 
ТАЛОНА Д 

首先 来 建立 使 某 一 多 项 式 P(z) ПЕС ВР НЕ НЕСТИ ym БЕ 28 
fF. 显然 , 契 比 澳 夫 的 条 件 (包含 有 对 "符号 变更 "的 如 法 ) 不 能 直接 推广 到 复数 区 域 。 
我 们 要 引用 在 不 久 以 前 由 柯 尔 英 夺 治 夫 DD 所 建立 的 条 件 及 其 证 明 。 

ВЕЛ: (D) 中 的 点 所 成 的 集 ,这 些 点 使 夫 达 式 

Ред | 
达到 极 大 值 ,我们 用 上 (>0) 表 示 这 个 极 大 值 . 
РИ РОО В адри, ади АЛП И, БИРЕ 
ШШ 
П(шу= рле] 
MERAN OAM ЖК 
RLP =E] (89) 
HE E ТЕЕ. 

同样 , 这 表达 式 的 最 大 值 不 能 是 负 的 : 这 是 很 明显 的 , -IERE 

HUE), 同样, 表达 式 
WIL Pe) FET} 


1) А. Н. Komeoropos[ 1), 
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的 最 小 值 不 能 是 正 的 而 最 大 值 不 能 是 负 的 一 一 这 只 要 用 iNe) ФЕНЫ (z) 来 代替 
1 (z) 就 可 看 出 。 
我 们 首先 来 诈 明 条 件 的 必要 性 。 假 通 它 不 成 立 , 于 是 存在 着 一 多 项 式 e), 对 
于 这 多 项 式 而 言 ,表达 式 (92) 在 集合 Е (必然 是 天 的 ) 上 是 正 的 ; 因此 , 存在 着 这 样 的 
8C>0) ,使 得 对 于 五 中 所 有 的 值 x 有 
RDLP- (98) 
在 这 种 情况 下 , 这 同一 个 关系 式 (93) 也 在 集合 E, 上 是 正确 的 ,已 由 (D) 中 的 点 组 成 ， 
这 些 点 与 集合 互 的 距离 小 于 某 一 个 正 数 6。 显然 , (D) 中 不 属于 瓦 的 点 集合 是 于 的 : 
我 们 用 GRRE. MŽP 一 f(z) | 在 集合 С 上 的 最 大 值 忆 小 于 它 在 集合 CD) 上 
的 最 大 值 L; 用 大 表示 差 数 LL, FEM: 
L'=max| P(z) —f(z)|=L—h. 
АЁ HRR) | 在 集合 (D) 上 的 最 大 值 。 于 是 ,按照 不 等 式 
r< 1< 


选择 一 正 数 ), 我 们 来 十 实 对 于 多 项 式 
QG) EP) Ae), 


E 
2H 


F 面 的 关系 式 是 正 依 的 : 
Ос) -se = - 1000 -R= 
=(P -fA anA) = 
= |P) -f DR APE fe) DD) + п) |5 
这 时 如 果 点 = 属于 En 那么 上 列 最 后 一 表达 式 不 超过 
ПАН" et H =L k= DB<L. 


另 一 方面 , 如果 点 > 属于 С, 那么 我 们 直接 得 到 : 
19(=) ЈС |= PG) -f — (а) |< | PG) уа) |+ Пе) |< 


h һ = 
<а,—һ) + ан *H=L-y =L<L.,. 


由 此 可 见 , 在 两 种 情况 下 , Ec | QG) 一 f(z) | 小 于 工 : 与 Га 两 数 中 的 较 小 者 :于 是 
тах 1002-5) |< Г. 
因此 , 与 假 股 相反 , 多 项 式 PORE Н ЛЕНЕТ. 
反之 , ЈА (z) ns, 如 果 表 达 式 (92) 的 最 小 值 是 负 的 或 等 于 雾 , 那么 多 
项 式 PCz) 和 给 出 最 好 逼近 。 事 实 上 , E Q(z) 是 任何 一 个 不 同 于 P(z) 的 多 项 式 ;分 
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п) =Р-0). 

于 是 对 于 某 个 属于 集合 E БИШ ==, 我 们 就 会 有 : 
REP – ОС)ЈГР С) FE], 

” 由 此 推 得 (对 于 同一 个 值 z) 

19) ад |= [Ре —fGey)]—-LPG) CON 


= [Ред а) |: —38R(LPG) -0 ТР 7С) +1 PG) Осо > 
>|Р@ 一 Fa [+ |PG) Осо |;>|Р@) фа = D, 
所 以 
max|QG) —/@ [2L, 

Зе PO) 是 输出 最 小 偏差 的 多 项 式 , УТ ЛИТР АННЕ. 

现在 转 到 特殊 的 情形 ， 就 是 借以 实现 过 近 的 那 种 多 项 式 条 是 由 通 江 nrg 
SRR. RIDERE TEKENBEET, БЕ ИЧЕК 的 点 ) 的 个 数 不 少 
于 n+2。 事实 上 ， 假如 这 种 点 的 个 数 不 大 于 z+1; 那么 可 以 作出 这 样 的 一 个 次 的 
插 补 多 项 式 LE) (因而 它 属 于 所 考虑 的 画 数 类 )， 使 得 对 于 已 的 所 有 点 ， 它 满足 关系 
式 

Læ) =P(z) —fG) 。 

在 这 种 情况 下 ， 我 们 在 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 条 件 中 含 Са) = 工 (z)， 就 会 得 到 对 于 集 

合 已 中 任何 点 都 成 立 的 等 式 
8(LGD[PG) —fG)J)= [Ро —/@) [1 =17>0, 

就 是 鹃 ,这 个 表达 式 的 最 小 值 就 会 是 正 的 ,也 就 是 跑 通 近 的 必要 条 件 不 成 立 。 

ЖКГА Н Ж, 在 通常 多 项 式 的 情形 下 只 存在 着 一 个 最 好 通 近 多 项 式 。 实际 上 ， 
假如 存在 有 两 个 这 样 的 多 项 式 , ЖШ РС) 5 О Са), 它们 都 有 葵 出 的 次 数 n， 那 么 
由 不 等 式 

IPG) —/©)|<1, 102 -/@|<1, (94) 

就 会 推出 不 等 式 


Pe +O © fe) | <, (95) 


而 最 后 这 关系 式 中 的 等 式 ， 只 有 在 OD 的 两 个 关系 式 都 是 等 式 、 井 且 类 数 PO) — 
2.5 QG) -f E) 的 借 与 辐 角 彼此 相等 的 条 件 下 才 成 立 , 这 就 是 如 PO) 应 该 要 等 于 
Q@O ,可 是 满足 这 种 要 求 的 偏差 点 的 个 数 , 如 我 们 所 见 ， 不 小 于 n+ 所 以 РС) 与 
Q wm) 不 能 不 恒 等 . 
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WEL 仿 差 点 所 成 的 集 要 包含 不 少 于 л ARRAIA НИКЕ ЖЯ 
条 件 ， 这 只 要 从 下 面 的 鱼子 就 可 以 看 出 来， 假定 区 域 CD) АНИЦА. q(x y)=1, ФАИНЕ 
fG)=2, ЕЖЫ, Ф РО) = 1, 容易 肛 实 在 我 们 的 图 中 ， 个 差 КО) +1 
在 2 一 士 1 两 点 处 达到 撒 大 模 2. 然而 常数 一 1 不 焰 出 最 好 通 近 , 轩 为 人 (2) 一 0 时 我 们 就 得 到 人 
#1-1. 

附注 2 МЕБЕЛЬ DL ЕВЇИЛЕРИЖ Со) ЕН УЕ ВВА ЕА; ТЕШ 
ЕЛЬ, ВЕ jn ЖЫН ## 次 乡 项 式 产生 的 最 好 通 近 ， 我 们 提要 , f OERO ае ИНЕ 
是 使 Him и„=0 的 必要 与 充分 条件 . 

达 可 从 第 62 节 中 定理 1 推 得 . 

例 。 从 所 有 一 切 坟 次 的 并 具有 形状 


ре 
Раат 
Ке 


的 多 项 式 P (z) rh, 选 出 一 个 多 项 式 , EREN |21<1 рз ЕШ ЕЛ. 
这 里 所 指 的 是 丽 数 f(z) = 2r 的 用 通常 的 n—1 (ПОРЫВ, 


所 求 的 多 项 式 化 为 "这 就 是 鹃 P(z) 三 z*， 不 难 检验 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 条 件 被 满足 , 它 具有 1: 
面 的 形状 


min ЭКП, 1(2)2")<0. 
事实 上 , 当 z 一 0 时 左 端 为 党 就 已 足够 了 . 


关于 这 同一 个 断言 ， 这 里 有 另 一 个 不 依 顿 于 柯 尔 莫 哥 洗 夫 利 别 法 的 姬 明 。 用 (C) RA] 
жа 的 边界 ,我 们 得 到 : 


a 
Зее s= (а) pao= Zl ст2+121, 
并 且 等 式 只 有 在 cn 一 0(mm 一 0,1) 2 --,л—1)8], RENE PO ват t$, 才能 达到 。 另 一 方面， 
rho | PG) Газах POI 
因而 
mal PWD, 
可 是 对 于 POEM 我 们 有 ， 
шах|г"|=1, 


Ф) 
于 是 P (z)=z" ЕРИМ # ЛАК. 


wa 


м 
ЖЕР РАВНЕ 


我 们 可 以 把 本 书 中 已 吝 过 的 各 种 逼近 理 答 写成 一 般 的 、 更 抽象 的 与 更 明显 的 形 
式 。 这 是 为 了 达到 下 列 有 目的 : 七 保证 更 好 地 深 太 到 所 考虑 的 问题 的 本 质 ; °) 使 得 叙述 
本 身 简化 ;3) 产生 新 的 推广 ,因为 除了 直接 考虑 的 具体 的 特别 情形 (“ 实 现 ") 外 , 一般 
理论 也 可 应 用 到 另外 一 些 特别 情形 , 量 只 须 这 理 苓 的 前 提 在 每 一 特别 情形 下 成 立 。 

我 们 通常 说 某 一 元 素 的 集体 ( 集 ) 成 一 度量 空间 R, 只 要 对 应 于 R 中 每 一 对 元 素 
4 及 媚 有 一 实数 9(a, 妨 , 称 为 4 与 ;之 并 的 距 痪 ;而 且 我 们 假定 距离 5(a,56) 有 下 列 性 
й: 

19, д(а,Бу;>0;8(а, b) =0 АТН. АД a=b, ЖЕАР a 与 5 重合 ; 

9°, (ав) =00,а); 

8%。 对 于 任意 的 a,5 E c, òla, b) <07а,с) HIC, 6) (= fE N”). 

ERAN К Е, MENERA а 是 R 中 哪 一 元 素 , 数 5a,z) 所 成 的 集 
Өн жй E ү ЮЖ, BARIBIR E Ar. НЕОН, KE 
有 界 的 必要 与 充分 条 件 是 至 少 有 一 元 素 as 存在 , 使 得 数 0 (ao z) 所 成 的 集 (其 中 工 属 
FENI. MKH, Ba 是 集 已 中 任 一 与 mw 不 同 的 元 素 ; 于 是 5(oy z) (а, а) + 
д‹аь x), 而 且 如 果 不 竺 式 的 右边 第 二 项 有 界 , 那么 它 的 左边 也 有 界 。 由 此 证 明了 条 
件 的 充分 性 ; 它 的 必要 性 是 明显 的 。 

EREI E УЖИН a СЕНЕ zw-30), 假 车 

lim д(а,л„) =0, 
由 数 项 序列 的 性 质 与 不 等 式 1" 一 3” 可 推 得 , 元 素 序列 或 者 没有 极限 ， 或 者 只 有 一 极 
限 。 我 们 来 证 明 这 一 点 。 反 之 ， 机 z,—a ËR. z,—a', ЖЕ] ó(z,,a) > 0 HERD (т, 
а) 90, FEI, а) (а, хи) +962,4) 0, HIE Я, Ò Ca, a") =0, KEN а=а', 

由 条 件 2" 5 3° , 距离 5(z,?) 是 变 元 素 对 (z,y?) 的 回炉 而 数 。 首 先 证 明 6(z,y) 是 
一 个 变 元 z ПБК. ЗЕРЕН, 

д(а?/, у) —д(т,у) KÒ, z), 
完全 同样 ， 


эю ижин оа аза 


Sle, y) 9007, у) óG, z), 
因而 


0027, у) —6 (а, у) |<8(а',х). 
这 样 一 来 ,如 果 а’, 2.8", z) Ə>0, 从 而 6027,5) >5(z,y), AFREEN 
以 作 类 似 的 证 明 。 最 后 , 上 述 断 语 对 于 元 素 对 也 成 立 , 因为 
ldr’, у”) 00а, у) |<] oe, у) дса, у) | + |900,5) —б(т, у) [3 
因此 假如 上 列 不 等 式 的 右边 每 一 项 小 于 š ;那么 它 的 左边 小 于 5。 
已 答 一 集 矿 。 如 果 从 其 中 每 一 无 穷 有 界 子 集 可 以 选 出 一 个 收敛 亦 即 有 杜 限 的 序 
Я, 那么 我 们 瞪 集 巨 是 紧密 的 D。 如 果 一 集 包 含 其 中 元 素 所 作成 的 一 切 收 敛 序列 的 
概 限 ,那么 我 们 说 它 是 开 集 。 
ЕЈ) R 中 一 个 元 来 集 ， а ЗК ни 2096. Иа, х) Geh ЖОШ 
集 互 中 的 元 素 ) 的 下 界 称 为 元 素 4 ЖЕ, 
L= LG E) =inf5(a, 2). 
ЧЕК E rh — 5 Ж z, 有 这 种 性 质 : 它 与 4 的 距离 等 于 “ ЖЕНЫ 
da, 2) =L, 
Ж 28И Ж zo MITEK a EI E JAIE E M 
чазаа, BOKE 
BAE F ZIN E, 
1) 在 集 巨 中 是 否 有 元 类 z MEER a? 
2) 如 果 存 在 着 元 素 zo 那么 它 是 否 是 叭 一 的 ? 
首先 我 们 研究 第 一 个 问题 
由 下 界 的 定义 , 我 们 可 以 指出 巨 中 的 一 个 元 雪 序 列 (z,}, 使 得 
limda, Tn) =1[.. 
显然 由 序列 {zw》 中 的 元 素 所 组成 的 集 有 界 。 Ш ЕЖЕ, ЖАНА 
{zn} 中 选 出 一 个 收 敏 序列 (zy s ЁЁ z, ль. РЬ, ШЖ E JE DB, ЯВА ЭЕ к 
Мо Е. ЗВЕНЕ ВТО ДЕНЕ, 由 z, Эол ИЯ 9 (а, ro) 6 (а, xo), RII, 
ай = 也 。 所 以 元 素 ло 答 出 最 好 逼近 , 
Ж, hit Be Bk28 R sJ ЕЛ БМ, реда a JE R 6%, 
在 集 尼 中 总 可 找到 一 个 еж ть ежа уж. 
НДИ. НЕЕ ВО НЕЕ ЧЫЧА Ж T: 加 法 
D АННАН ган, тя, эии хт. 


‚ жи. 本身 称 为 最 
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运算 ,2) ЯМЫ (实数 ) 的 乘法 运算 ; 这 些 运算 适合 通常 代数 中 的 一 切 法 则 。 用 af+8 
RREK 4 与 5 的 和 ,用 Ma 表示 和 纯 量 / 与 元 素 4 的 乘积 ; 用 0 表示 空间 中 的 雳 元 素 。 
上 面 提 到 的 法 则 是 : 


a+b=b+a, hatb) =la+1b, 
a+ Ф+с) = (a+b) +c, @-+да=а+ ра, 
此 外 ， 
0а=8, 0=6, 

同时 显然 
É a—a=a+ (—l)a=[1+ (—1)Ja=6, a+0=a, 

Ф, 

线性 空间 中 有 限 个 元 素 cb а +, й%—Ж. 如 果 由 竺 式 
ra= 


mi 
ENH == =1,=0, BLADERDEK, 如果 在 空间 中 有 
ЭЧЕ 5636168 KERK Ж, ЖЕНИ ОЕ ВЕТВЬ БЕ, EMEA EEEN, 
而 这 时 可 能 最 多 个 炎 性 揪 关 元 素 的 个 数 ， 称 为 空间 的 条 数 或 礁 。 
设 所 考虑 的 炎 性 空间 有 思 ЙЕ, ЖЕН. 
Ener "es 

是 属于 它 的 一 粗 烧 性 矮 关 的 元 来; 这 时 元 来 系 туе es ‚е, (其 中 之 是 空间 中 任 一 元 
Ж) ЖИА ЕЖЕ}, 这 就 是 说 ,在 这 些 元 素 开 有 一 形 如 

деве brt Ер 62) 
МЕЖ, Herh Er En E, НЕВА Е БИЕ, ЗЬ, 由 假设 , ЕА РАВ 
的 常数 x,%,%，,…,%s 使 得 

жаце Не, + ue =0, 

其 中 x 拼 0( 否 则 元 素 系 eve ,ер 应 线性 相关 ); 因此 可 以 写 出 


2 я, 
= A a р 
Z= a Я... 
Ж. W ra 


RA Y 01,2, р), RREAR REO) . 形 如 ( 。) 的 关系 式 是 唑 -的 ， 
因为 假若 除了 ( + ) ИЖ, 还 有 关系 式 


并 一 + ве ++ Ее» (ee) 
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存在 ,那么 由 (*) 及 (* ) 应 有 
@—- е+ (&—ED)e+ 0—5) =0, 
ш ЖЖЕТЕЖ 3836 en en …es ЖЕНЕ, 我 们 就 得 到 
= G=1,9,--.,p), 

这 样 , 尹 蕉 线性 空间 中 的 元 素 是 由 与 它 有 线性 关系 的 铺 个 粮 参 变量 (坐标 ) 的 数 
值 所 确定 。 

如 果 在 线性 空间 中 利用 模 引进 度量 , 那么 这 空间 称 为 有 模 空间 

对 应 于 每 一 元 素 4, 有 一 具有 下 列 性 质 的 数 ОЭС а ВА), 

1. [а 20; [а || =0 必 须 而 且 只 须 4a=0 

2% lall = 101 [аз 

3", letb <lal +5]. 

HEM ise Е, 我 们 根据 下 列 定义 引进 距离 

д‹а,бу = [а-6|. 

这 时 6(a,5) 有 距离 的 一 切 性 质 , 因 为 这 些 性 质 可 以 从 模 的 性 质 推出 。 实 际 .上 ， 

1°, 07а, 9220, HH || а—5 || 220; òla, b) =0 必须 而 且 只 须 上 a 一 b=0, 亦 即 
a—b=0, й a=b, 

2°, 6 (а, b) =0 b, a), WA ||b—a || = || (~D ab) | =|—1]+ 12-21 = 
[ л 

3°, 9,5) Só (а,с) +8 (b), | а-о + CD | < lae li + 12-51, 
WW | а—5 | < 14-1 + [е-6 |. 

如 果 由 关系 式 

| la+ó| = lall + [5] 
Ида = иф, ЖН Ж ЕА (Mk HEDO), 38 2. К 20 НА 
的 。 
k 我 们 已 经 看 到 ， 在 有 限 灯 的 有 模 空 间 中 ,， 任 一 元 素 z 是 由 有 限 个 参 变数 5 ВИЙ 
H. TR 的 模 是 这 些 贿 变数 的 连 态 而 数 , ЕЗ ЕЕЕ? ЭЗ, G=12,...) 32 
аә Уә, а-а 


imi Ef 


HIPER 2° 及 3° 可 得 ， 


| «2. 2. 
Пао = | ое | «Уво. 14] э, 
ы е i=l 
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因而 
аа л) ааа аа — д}; 
完全 同伴 ， 
| 加 一 zol 和 lz 一 zol 
于 是 
1901—11 Klezla, 
а-а, 
онг, гневен иль во т. 
为 了 证 明 起 见 ,考虑 在 参 变数 5 所 构成 的 p Е НОВ r 
max{ |8], 15], [#21}=1 
的 一 个 于 点 集 。 用 5 表示 这 个 点 集 。 在 这 集 上 , DERE, HURE || = | 达到 它 的 
ЖОМ О, 这 个 值 6 是 正 数 ,因为 | = 只 有 在 z+=6 时 为 雾 。 因 此 如 果 参 变数 的 最 大 
的 艳 对 值 竺 于 1， 那 么 元 素 的 模 大 于 或 等 于 6。 家 有 一 有 界 的 元 来 序列 {x0"); 假定 


, 
Пао | <М@=1‚,9,83,-), BE a= Ў Ее, BREI”), h 
n 


мө 


==, Ф„=тах{|$ |, |], +, |893}. 


тук ео т S HEILAR EEIE, 1%] >, жи7 123, 由 此 
mo] = а 

шжде жЕр і ы 的 一 切 数值 ，|55"”| <®, Bbp рон 
бт) Wd БЕ 11,9, р) ЗЕ aya, 其 中 = УУ Бе, 这 伴 就 证 明 
ТРЕТЬЕ. ЕВ СВК ЕЕ, яа BEIJEREN 
极限 z, 井 且 这 些 元 素 属 于 妃 厅 线性 有 策 空 间 4。 假 定 eG=1)2,…， рак Лав 
ЕЕЕ, ЭН. La ЗЕЕ, Уи э, G=1, 

эю. FE 2 这 就 表明 了 z= x še, (因为 
每 一 收敛 序列 只 有 一 极限 )， 由 此 可 见 , z р. 

ЖА EIEH, ЧАГ ЦЕ, АЕНА R 
ТЕЕ а a ЖЕШ R р осел 


NTR n E 


D 当然 ,只 有 在 所 考虑 的 线性 空间 是 空间 R STT eNe A ЕНД. 
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пажа ван. 
现在 来 研究 第 二 个 问题 ， 亦 即 最 好 逼近 的 唯一 性 问题 : 在 这 里 我 们 指出 使 唯一 性 
一 定 成 立 的 下 列 充分 条 件 ， 这 条 件 就 是 : 空间 R 是 严格 有 模 的 。 


反之 ,假定 在 空间 4 中 有 两 个 不 同 的 元 素 z 与 z; ЖН a fk PB Т, TE, 


а-а =L, lz-all =L, L2>20,. ла. 
这 时 
; | za , ва | <| лаа 1, | а | 

а Гаа раа! ља | + | 号 2 | =, 

在 这 里 等 式 不 可 能 成 立 , 因为 根据 严格 有 昼 性 , 由 此 就 会 推 得 
ва) 00-0), буро; +00) 
MP жел}, У A= ЯКА ERS R 4 
ды а-и | 
a= Er | -到 -| =°. 

但 这 个 关系 式 与 假定 也 二 0 相 矛 盾 。 

于 是 


| а | < 


ПСВ L ЭК a Ж} 4 的 最 好 通 近 不 相 容 。 

Ра ораи 

БНН 4, 假若 只 要 元 来 4 与 5 属于 ЕВО 及 /是 怎 
ди, JEK a+ nb ЛЕ А, Ж 4 本身 显然 也 是 一 个 鲁 性 空间 。 

BREAN 4 中 的 一 个 集 M， 如 果 只 要 元 素 4 及 5 属于 M, 而 且 1 及 4 是 适 
合 关系 式 += 1 Ыш, атн 也 属于 MX， 那么 我 们 构 定 把 元 素 集 M 称 为 
и: 

КЕНГЕ НЕОН К, АУЕ ВАЕ РЕ, Tü B АЛЕК 
种 情形 下 , ЕВ, 

实际 上 ,如 果 a № b 是 一 个 含 6 的 米 性 集 的 元 来 ,那么 Na+ (1 一 2))9=2ia 以 及 
ЧЮ Зи 是 这 集 的 元 素 ! 而 这 时 雪 *2a+ 去"246, 床 即 a 二 把 也 是 它 的 元 素 ， 另 一 
方面 , 如果 线性 集 网 时 是 粮 性 突 闻 ,那么 它 包含 筹 元 来 ,因为 在 任何 入 性 空间 中 一 定 
жү. 

如 果 z DGEST R (ЕЖЕ A 中 的 元 素 , 井下 4 是 及 中 任 一 元 素 , А y= 
zta WERE MRR, MEREL 下 , 取 M ЮЖ N= +a 
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Ж у, =< +a, W ARE My + муз (аи а) +u (ль а) = Qr Hur) +a №2 MM 的 元 
Ж, 26 к, + ила 是 4 的 元 素 。 反 之 ,如 果 y ЗИ Е М уе, В. a 
是 这 集中 的 一 元 素 ， 那 么 х=у—а 取 逼 某 一 线性 空间 4 的 元 素 。 事 实 上 , Mz a 作为 
у, 由 此 可 见 ,线性 集 M 包含 零 元 素 ; 因而 它 是 简 性 空间 。 

现在 考虑 下 列 间 题 : RHR M 一 元 素 yo куснен АШ 
ГАВАНЕ, 找 出 线性 

ЕВЕ КАМНЕ PL E DT BEE tan. ая 
НЕЕ, 像 这 样 也 可 自然 而 然 地 得 到 。 

ЗЕТИ ( 阅 可 夫 斯 基 的 基本 体 )， 我 们 可 以 对 上 面 所 如 的 作出 “ 儿 何 解 
释 "。 

在 线性 有 模 空 间 R 中 ,一 切 模 不 超过 1 055638 z, 

|< 

所 成 的 集 算 为 单位 球 К. 我 们 指出 单 位 球 的 下 列 性 质 ， 这 些 性 质 都 可 直接 从 模 的 性 
ЖЕН. 

1*， 如 果 元 素 4 属于 К, Кла Gerk <р Ку 

2°, 尺 是 一 曲 体 : 如 果 a 与 5 属于 ,那么 在 >0,4 之 0, u= И, TR la+ ub 
也 属于 天 

3°, Өй, ШЖ 2,0220, ЖЖ а 5 Б 不 相同 ， 而 且 空间 R 是 严格 有 模 的 ,那么 性 质 
2 "可 加 强 如 下 : ЖЖ a + ub 不 仅 属于 K, 而 且 是 K 的 内 点 , ХЕЗЕР, DAG a+ ub 
充分 接近 的 元 素 也 属于 К. 

我 们 来 县 明 最 后 一 性 质 。 由 不 等 式 上 a 上 <1, || b | <1 可 推 得 ， 

[atub Kà llal| +u llb | <Sk+u=1. C) 

MO, R |a+ub|| <1;y šK hE ЖА | c—Qa+ub) | <1— || hatud | F, # m 
有 : 

lel = | Qa+ub) +[с— Qa+ub)J | < |la+u | + [| c—Qa+ub) | <1. 
IEK, 8 | )a+ 了 同上 =33 但 是 除非 假定 1a | =1, [5] =1, i R. b 与 < 线性 相关 ， 因 
19 b=oa, 这 才 是 可 能 的 。 因 此 必须 假设 1 al =1 А || + 上 al =1. ния, 
0= 土 但 因 4 与 5 不 同 , 所 以 = 一 1, 于 是 b= 一 a。 在 这 种 情形 下 , p l—u=t, 我 
ТИГ la+ub=ta, Е | la+ub | =1, [|a | =1, 所 以 |c| =1, 即 一 k= 土 1。 另 一 
Hii, +0, 所 以 ;与 中 必 至 少 有 一 为 0, 与 假设 相反 。 因 此 这 一 情况 不 可 能 发 
生 。 
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IRT MMSR Ке K, 以 外 ,我 们 还 引用 与 它 " 相 似 "、 并 且 由 下 列 不 等 式 所 的 定 的 
RK: 

Га а @‹<}<оо. 
显然 , 球 K, ЧЕ 19—87, 

АЛЕНЕ М 中 元 过 的 本 的 极 小 值 等 于 ВЕК М 是 关于 球 K, 的 一 
MERIR. лы, M 与 球 K, EDA AATRE, йа 8>0 是 怎 
ft, МБ Ka 没有 公有 元素。 

就 几何 观点 说 米 ,我 们 的 问题 就 是 要 我 出 一 数 Aa EAE AORERE M БЕЗ 
的 支持 集 ， ИМЕ BEREDI, 2A HIRE ЯЯ, И Н.Л ЛЕДЕ КЬ” ЕЛҮ БЕЛЕП, 那么 
这 个 有 是 唯一 的 ; 亦 妈 线性 集 M 与 球 K, ТГК, WRAN R 不 是 严格 
MEM, 32 МБ К, ЖА, ЖИЛА СЕ 
集 ), 这 与 线性 集 M 的 取 法 有 关 。 

我 们 现在 来 史上 壕 一 般 理 喉 的 具体 实现 法 。 

конне R 的 元 六 的 性 质 ， 及 “和 "与 箱 量 的 乘积 "以 及 “村 "的 意义 ， 
这 些 具体 实现 法 有 不 同 的 外 形 。 

我 们 所 考虑 的 最 好 逼近 半 题 对 于 这 种 ( 较 初 和 的 ) 情形 完全 适用 : p НЕСЯ 
ЖЮ ЖШ, ЖЕДИК Сбч ЕИ) 

аыл элу 
是 所 了 的 元 类 ; “加 法 ”是 几何 或 向 量 加 法 ， 这 时 有 相间 号 数 的 坐标 分 别 彼此 相 加 
“与 纯 攻 的 乘法 "就 是 用 常数 采 记 有 的 坐标 至 于 元 素 z 的 模 , 就 是 指 形 如 
YT G>) 


或 


VERTRAT Fp >O 
的 表达 式 ， 或 者 是 其 他 任何 满足 模 的 性 质 1°—3° 的 表达 式 。 在 :=2; 思 =1 G=1, 
2, … 力 时 ,我 们 得 到 通常 的 欧 儿 里 得 空 闻 。 

但 在 我 们 最 有 兴趣 的 问题 中 在 某 一 固定 的 范围 СО) 上 所 答 出 的 单 变数 或 多 变 
数 , 实 变数 或 复 变数 的 夯 数 , 起 着 元 素 的 作用 。 元 素 的 “加 法 "是 夯 数 在 通常 意义 下 的 
加 法 ; “与 纯 量 的 乘法 "是 用 常数 乘 画 数 ;最 后 , 模 可 用 不 同 的 方法 来 确定 , 根据 它 的 定 
义 ,我 们 得 到 某 一 种 “ 画 数 空间 ” 。 当 然 ,空间 中 的 元 素 集 与 模 的 取 法 有 关 。 

空间 的 名 称 因 元 素 的 性 质 与 模 的 选取 法 而 不 同 。 下 表 中 列举 了 在 本 书 中 所 通 到 
的 最 重要 的 南 数 空间 。 为 了 更 加 明确 起 兄 , 我 们 只 考虑 一 个 自 变数 工 的 情形 ,而 且 还 
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BE 上 面 所 提 到 的 范围 (D) EA EEE а, 

PRC 所 表示 的 空间 , 呢 做 有 " 契 比 潮 夫 " 杆 的 空间 或 站 比 谢 夫 空间 ;字母 己 所 表 
ЖЛЕ, ШИЛГЕН ЖЕЩП ИЛЕ ЛЕ]. 

HERZEN LO U), ГОНИТЕ, РУНЕТЕ АВНЕ 
AI DEAE ТЕЗЕ ЗЕЕ, MEER, ВЯ, ЕВЕ 
Ж АЕРО АРЕНЕ, АВНЕ 1° 5 2R =: fE 
ЧЕН 3° ХЕ s2>1 时 可 用 关 可 夫 斯 基 不 等 式 表示 出 来 (参看 第 218 REREN, 


[1 数 = m 
m 号 元 ж | ш 
醒 数 jz) 一 一 对 于 它 积分 
ы 
ГАГЫ Я 1 
L(y) S iSl dys 
р | жа. ү 
РЯ 
(积分 权 ) 。 
0) 一 对 于 它 积分 3 
19092) SEO sa {Лоо кө} 
| 存在 
с‹» BESO — встр | max 4209 |109 ly 
p(x) — ERRO. | 1141 
с awo eRom. | may lJ% 
由 于 两 个 原因 ，s=2 的 情形 特别 重要 : 第 一 , 因为 对 应 的 空间 中 的 度量 直接 推广 


了 欧 儿 里 得 度量 ; 第 二 因为 在 这 种 情形 下 , 标 值 条 件 是 线性 的 . 如 果 51, WARA 
阅 在 这 种 意义 下 有 缺点 ， 亦 即 三 角形 性 质 不 再 成 立 。 虽 然 如 此 ， 对 于 有 限 共 线性 集 ， 
还 是 一 定 有 最 好 肖 近 .这 是 由 于 在 s<1 时 , 模 的 :次 图 仍然 满足 三 角形 条 件 。 

我 们 已 经 看 到 (参看 第 228 FU, 在 s—1 时 , 老 空 间 是 严格 有 模 的 ,这 样 就 保证 了 
最 好 逼近 的 唯一 性 。 然 而 这 种 断 永 对 于 在 s=1 (ЖЕ ЕГИ] РАЖ За ЕН ЭЕ [И] A 
ТЕМ. 这 种 情况 是 容易 完 青 了 解 的 ， 只 要 我 们 注意 到 : 对 ооо ВИ КЕНИИ 
形 ,单位 球 是 光 潜 的 , 支持 平面 化 为 切 而 ; 另 一 方面 , 在 s=1 时 以 及 在 契 比 谢 夫 点 空 
间 的 情形 下, 单位 球 是 凸 多 面体 , 因此 支持 平面 可 能 与 边界 面 重合 或 仅 通过 一 边 。 最 
后 ,对 于 在 s<1 HRR, AREA E, 

我 们 对 契 比 谢 夫 空 间 C 的 情形 特别 有 兴趣 。 它 在 某 种 意义 下 是 一 种 极限 情 形 ， 
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因为 当 s—oco 时 , 空间 LS 中 的 模 趋 近 于 空间 С hi. RK, ЖЖ а НЕ 
空间 4 ЗЕЕ RART а 及 空间 4 有关。 但 是 哈 尔 !) 佛 释 指 出 一 类 
空间 4 的 特征 性 质 , 对 于 这 类 空间 , 任 一 元 素 a 只 有 一 个 逼近 ;这 个 特征 性 质 就 是 ; 4 
中 任何 非 雳 元 素 是 一 醒 数 ， 而 这 夯 数 在 基本 区 问 上 的 雾 点 的 个 数 小 于 4 ЕВ Ош 
我 们 在 第 19 节 所 已 看 到 ) С. H. 伯 上 恩 斯 坦 把 产生 这 种 空间 的 而 数 系 称 为 契 比 谢 夫 
Ж, 身 比 澳 夫 所 考虑 的 、 加 任意 权 的 、 由 已 答 灰 数 的 多 项 式 所 构成 的 空间 , 恰好 就 是 
最 简单 的 例子 。 

对 已 痊 坎 数 的 多 项 式 的 逼近 的 唯一 性 定理 ， 不 能 推广 到 多 变数 夯 数 的 情形 上 。 
RAED MEK APADA, 

э к AR PEE E HE ЧЕН FEZ APE (在 通常 的 多 项 式 的 情形 下 , 这 条 件 显然 成 
立 ), 此 点 较 早 已 有 证 明 ;至 于 它 在 一 般 情形 下 的 必要 与 充分 性 ,例如 在 H. И. шг 
5 И. П. 那 汤 松 的 专著 中 也 有 证 明 。 
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( 表 中 数字 系 指 页 数 ) 


Абеля полиномы 阿 傍 尔 多 项 式 81 

一 ряд 一 #288 

Аддитивности свойство 可 加 性 81 
Алгебры основая теорема 代数 基本 定理 13 
Ахиезер ІФ 232,264 


Бернштейн 伯 恩 斯 坦 iii, 711, 240, 328 

Бериштейна пример расходящейся интер- 
поляции 伯 忠 斯 坦 的 发 散播 补 法 的 例子 
78 

— доказательство теоремы Вейерштрасса 
RIRAN At НОЛ ЗЕ НВААИН КЫЙ Hñ H 103 

一 полиномов ceoitcTBa 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 性 
1 108 

一 метод суммирования рядов Фурье {817 
ТРИЕ НТ НУ 196 

一 теорема 伯 恩 斯 坦 定 理 255 

一 — о максимуме производной от поли- 
нома 关于 多 项 式 的 导数 的 标 大 值 的 伯 辕 
斯 坦 定理 246 

一 теоремы, обратные теоремам Джексона, 
АНИ НЕ, 杰克 进 定 理 的 得 定理 258 

Бесселя неравенство FUK/RA 3 188 

Бохнер #8 302 

Буняковского неравенство 布 尼 亚 可 夫 斯 基 
FER 134 


Валле Пуссен JEX + 41 101,114,115 

Валле Пуссена доказательство теоремы 2 
Вейерштрасса EAER A ETAY 
096 + ЖИЙАЧТЕНЯ 114 > 

Вандемонда определитель 1448843945132, 
130,297 

Величины средние 平均 数 210 


引 


Вейерштрасс 厅 尔 斯 德 拉 斯 iii,289 

Вейерштрасса теорема о регулярности пре- 
дельной функции 关于 年 限 画 数 的 正则 
性 的 丰 尔 斯 德 拉 斯 定理 1 

一 теорема 1 灯 尔 斯 德 拉 斯 第 一 定理 94 

一 一 2 一 第 二 定理 95 

Вес дифференциальный и интегральный 
微分 及 积分 权 188.144,297 

Выпуклое тело fk 325 

Вычет 8% 10 


Гаусса-Кристоффеля формула 高 斯 -克利 斯 
ЕКА 179,267 

Гончарова интерполяционный процесс № 
察 洛 夫 搬 补 法 79284 

Грама определитель 格拉 媚 行 列 式 184,216 


Двумерности свойство #8 


"Джексона теоремы 杰克 进 定 理 239 


Диаметр области 区 域 的 直径 31 
Дини условие 狄 尼 条 件 7 265 


Единичная офера 单位 球 325 


Жордана кривая 75:4 #8 


Золотарев 卓 罗 和 丹 赂 夫 232 
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一 полное 225328 
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Колмогорова теорема 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定理 315 

„Комбинация линейная ЕЕ 63 

Конечные разности 有 限 差 , 差分 43 

Котеса коэффициенты 哥 特 斯 系数 87,269 

Коши интеграл ЖЕЧЇ 11 

一 теорема 一 ЗЕ 11 

Крамера правило 3031 95 

Кристоффеля коэффициенты 克 里 斯 托 费 尔 
系数 181 

Кристоффеля- Дарбу формула ў АТН 
尔 - 达 布 公式 182 


Лагерра полиномы 拉 格 叶 尔 多 项 式 168 

Лагранжа полином $t $ АЯ 14 # SR 37,49, 
85,178 

Ландау доказательство теоремы Вейерш- 
трасса 灯 尔 斯 德 拉 斯 定理 的 兰 道 的 是 明 
101 

Лапласа интеграл 拉 普 拉 斯 积分 52,92 

一 формула 一 公式 158 

Лебега доказательство теоремы Вейерш- 
трасса 礁 尔 斯 德 拉 斯 定理 的 勒 贞 格 的 证 
明 97 

一 неравенство 勒 贞 格 不 等 式 186,265 

Лежандра пслиномы #18 #3355 155,185, 
265 

Линейное пространство #@}ЕЖ 320 

Липшица условие Ж #9 7,108,240 

Лорана ряд #8 12 


Максимума принцип 最 大 模 原理 13 
Маркова теорема 局 尔 可 夫 定理 250 


Метрическое пространство 度量 空 关 319 

Минковского неравенство 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 
218 

Множество компактное 紧密 集 320 

Модуль-максимум 最 大 模 10 

一 непрерывности 连续 模 10 


Нормированное пространство 有 模 空 并 322 

Нули A 93,1749 

Ньютона интерполяционный полином 4-44 
播 补 多 项 式 56,78 


Область 区 域 8 

Ортогональность 正 交 性 22,137 

Остаточный член в виде комплексного ин- 
Terpana 复数 积分 形 的 余 项 273 

一 一 в форме Коши 哥 西 形 的 余 项 68,86 

Отношения разностные, 差分 比 列 


Парсеваля равенство Е: 3⁄ f % st: 139,176, 
803,804,806 

Пикара исключительный случай Я 
情形 15 

Полиномы обобщенные 广义 多 项 式 82 

一 факториальные 982-455 46 

Полюс 极点 10 

Предел погрешности PATAR 67 

Приближение взвешенное 加 权 通 近 法 132 

一 квадратическое 平方 逼近 法 129 

一 — в комплексной области 复数 区 域 中 的 
逼近 法 295 

一 равномерное 一 臻 逼近 法 2.226 

一 степенное ЖА: 2,219 

Пример расходящегося ряда Фурье ЖИЙ 
立 叶 圾 数 的 例子 189 


Разностные отношения 差分 比 54 
Рекуррентная формула HEA 146,161, 


167,169,171 
Родрига формула 罗 德 立 克 公式 155 
Рунге теорема 偷 日 定理 289 


Связности свойство 速 通 性 8 

Cerg полиномы 齐 各 多 项 式 303,308 

Симпсона формула Æ РАЗ 90 

Система нормальная 正规 系 (组 ) 137 

一 однородная 齐 次 系 (组 ) 26 

一 ортогональная EJA (#8) 137 

— Чебышева #2 Њ.К СВ) 84,328 

Сонин 案 宁 150 

Сохоцкий ЖЖЖ 170 

Способ наименьших квадратов Wk. 
СЕ 129 

Стеклов 斯 捷克 洛 夫 139 

Степенное пространство #211 327 

Степенной ряд Жі 8 

Стилтьеса интеграл 斯 提 叶 斯 积分 27,133， 
215 

一 —двойной 一 二 重 积分 31 

Суммирование полиномов 多 项 式 求 和 法 47 

Сходимость интерполяциоиного процесса 
播 补 过 程 的 收 丝 性 78,267 

一 квадратур 求 积 法 的 收 化 性 267 

一 рядов Лежандра 惑 访 德 极 数 的 收 伍 性 265 

一 一 Фурье 傅立叶 圾 数 的 收 化 性 265 


Теория средних величин 在 均 数理 论 210 
Точки особые kp 10 

Трапеций формула 梯形 公式 90 

Тэйлора ряд УЖ 9 


Узлы интерполирования 插 补 基点 49 
一 一 кратные 插 补 重 基点 60 


Фабера теорема 法 柏 定理 119 

Фахториальные полиномы 阶乘 多 项 式 46 

Фейер 费时 123,281 

Фейера интерполяционный процесс #119 
Я 127,201 

一 метод суммирования рядов Фурье 傅 立 
НЕНИН RFR: 195 

Френеля интеграл HRABRA 58 

Фурье полиномы 傅立叶 多 项 式 185 

一 ряд 傅立叶 航 数 176,186 

Функции аналитические или регулярные 
解析 或 正则 画 数 8 

一 мероморфные АВЕ 10 

一 производящие IRAH 159,166,169,171 

一 симметрические ХНУ ВА 55 

一 целые ЖЕЖ 10 


Чебышев SHEMA iii,182 

Чебышева задачи ЖЕ} ЖШ 232 

一 полиномы 一 多 项 式 18,117,151,165,153 

一 правило 一 法 则 238 

一 пространство 一 2 327 

— системы 一 ЖО) 84,328 

一 узлы 一 基点 127 

一 условия равномерного приближения 一 
ЗОЯ 227 


Шлэфли формула PRIES 158,166 
Экстраполирование 外 推 法 49 
Эрмита полиномы 厄 米 特 多 项 式 170 


一 формулы 一 公式 58 


Якоби полиномы ЕН 168 


